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Filosofía La primera edición de este libro surgió del material de los ca- 
pítulos 17-20 de Matemáticas Avanzadas para Ingeniería , tercera edición (edi- 
tores Jones y Bartlett, 2006), de Dennis G. Zill y del fallecido Michael R. 
Cullen. Esta segunda edición presenta una revisión y expansión del material 
original y está diseñada para utilizarse tanto en un semestre como en un 
curso de un trimestre. Su objetivo es introducir los principios básicos y apli- 
caciones del análisis complejo a los estudiantes que no tienen conocimiento 
previo de este tema. La escritura es sencilla y refleja el estilo lógico de las 
Matemáticas Avanzadas para Ingeniería . 

La motivación para adaptar el material de Matemáticas Avanzadas para 
Ingeniería en un libro proviene de nuestro descontento con la sucesión de li- 
bros de texto que se han utilizado durante años en nuestro departamento de 
cursos universitarios que se ofrecen de análisis complejo. Nuestra experiencia 
con los libros que dicen ser accesibles a los estudiantes es que con frecuencia 
se han escrito a un nivel demasiado alto para nuestra audiencia. La “audien- 
cia” para el curso de nivel inicial consta de algunas carreras en matemáticas 
y algunas en física, pero principalmente en aquellas de ciencias de la compu- 
tación y en ingeniería eléctrica. En nuestra institución, un típico estudiante de 
ciencias o ingeniería no está obligado a tomar cursos de matemáticas teóricas, 
tales como métodos de demostración, álgebra lineal, álgebra abstracta, cálculo 
avanzado o introducción al análisis real. El único requisito para nuestro curso 
universitario en análisis complejo es la realización del tercer semestre de la 
secuencia de cálculo. Entonces, para la mayoría, el cálculo es todo lo que su- 
ponemos como preparación para que un estudiante utilice este libro, aunque 
ciertos conocimientos de ecuaciones diferenciales serían útiles en las secciones 
dedicadas a las aplicaciones. Hemos mantenido la teoría en este libro en lo que 
esperamos sea un nivel manejable, concentrándonos sólo en lo que conside- 
ramos necesario en un primer curso. Se presentan muchos conceptos en un 
estilo informal y conceptual más que en la definición convencional/teorema/ 
formato de demostración. Pensamos que sería justo caracterizar a este libro 
como una continuación de los estudios de cálculo, pero esta vez como el estu- 
dio de las funciones de cálculo de variable compleja. Pero no mal interpreten 
las palabras anteriores, no hemos abandonado la teoría en favor de “recetas 
de cocina”. Se presentan demostraciones de los principales resultados \ se 
usa mucho la terminología estándar en todo. De hecho, hay muchos proble- 
mas en los conjuntos de ejercicios en que se pide al estudiante comprobar 
algo. Estamos dispuestos a admitir que cualquier estudiante, no sólo los de la 
carrera de matemáticas, puede tener cierta idea y madurez matemática para 
intentar una demostración. Sin embargo, también sabemos que la mayoría de 
los estudiantes no tienen idea de cómo empezar una demostración. Así, en 
algunos de nuestros problemas de “demostración” se guía al lector a través de 
pasos a seguir o se le hace una fuerte sugerencia sobre cómo proceder. 
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Cambios en esta edición En primer lugar vamos a decir lo que no se 
cambió en esta edición: 

• La filosofía original, el número de capítulos y el orden de las seccio- 
nes dentro de cada capítulo son los mismos que en la primera edición. 
Hemos mantenido el número de capítulos en este libro en siete. Esto 
se hizo por dos razones: para proporcionar una cantidad adecuada de 
material para que la mayor parte sea razonablemente cubierta en un 
curso de seis meses, y al mismo tiempo se minimice el costo. 

Nuestro principal objetivo para esta segunda edición fue mejorar los puntos 
fuertes del texto original. Para lo que se hizo lo siguiente: 

• Muchos problemas nuevos, especialmente, problemas conceptuales 
se han agregado a los ejercicios. Además, se han mejorado algunos de 
los problemas existentes, mientras que se quitaron los considerados 
ineficaces. 

• Se ha reescrito algo del texto y un número de ejemplos con el fin de 
aclarar o ampliar los temas analizados. En algunos casos encontramos 
que aclarar la exposición podría mejorarse si se adopta más actitud y 
menos lamentos. 

• Se han corregido errores y erratas de la primera edición. 

• Se ha cambiado la numeración de las figuras, teoremas y definiciones. 
Hemos cambiado a un sistema de numeración decimal doble. Por 
ejemplo, la interpretación de la “Figura 1.2.3” es 

Capítulo i j- Sección 

1 .2. - — Tercera figura en esta sección 

Creemos que este tipo de numeración hará que sea más fácil encontrar 
cifras, teoremas, definiciones y cuando se hace referencia en las seccio- 
nes o capítulos posteriores. 

Características de este texto Se han consenado muchas de las ca- 
racterísticas de la edición anterior. Cada capítulo comienza con su propia 
página de inicio, la cual incluye una tabla de contenidos y una breve intro- 
ducción que describe el material que se va cubrir en el capítulo. Por otra 
parte, cada sección en un capítulo inicia con comentarios introductorios 
acerca de detalles específicos cubiertos en esa sección. La mayor parte de las 
secciones termina con una característica denominada Observaciones, en la 
que se les comenta a los estudiantes acerca de las áreas donde el cálculo real 
y complejo difieren o se analizan temas de interés adicionales (tales como 
la esfera de Riemann y las superficies de Riemann), que están relacionados, 
pero que no se cubren formalmente en la sección. Varias de las secciones 
más largas, aunque se unifican por tema, se han dividido en subsecciones, 
lo cual fue hecho para facilitar que se cubra el material en varias clases. El 
conjunto de ejercicios correspondiente se dividió de la misma forma para 
hacer más fácil la asignación de tareas. Comentarios, aclaraciones y algunas 
palabras de precaución son generosamente repartidos en todo el texto me- 
diante anotaciones al margen. 

Hemos proporcionado muchos ejemplos y nos hemos esforzado mucho 
para proporcionar todos los detalles pertinentes en su solución. Debido a 
que con frecuencia las aplicaciones de análisis complejo son agrupadas en 
un solo capítulo colocado al final del libro, aveces los profesores tienen difi- 
cultades para cubrir las aplicaciones en el curso. El análisis complejo es una 
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herramienta poderosa de matemáticas aplicadas. Para facilitar la cobertura 
de este bello aspecto del tema, hemos decidido terminar cada capítulo con 
un apartado especial acerca de las aplicaciones. 

Los conjuntos de ejercicios están construidos de forma piramidal y 
cada conjunto tiene al menos dos partes. La primera parte en una serie de 
ejercicios es una generosa cantidad de problemas de rutina para profundi- 
zar; la segunda parte consiste de conceptos escritos y problemas geométricos. 
En conjuntos de muchos ejercicios hay una tercera parte dedicada al uso de 
tecnología. Ya que el modo operacional por defecto en todos los sistemas 
algebraicos computacionales es análisis complejo, hemos hecho hincapié en 
el tipo de software. Aunque en el libro hemos analizado el uso de Mathema- 
tica®, los problemas son de naturaleza general. 

Cada capítulo termina con preguntas de repaso. Pensamos que algo 
más conceptual sería un poco más interesante que el refrito de los mismos 
viejos problemas dados en los ejercicios tradicionales de repaso del capítulo. 

Las respuestas a los problemas seleccionados con numeración impar se 
presentan en la parte final del libro. Puesto que algunos problemas concep- 
tuales se podrían usar como temas de análisis en clase, hemos decidido no 
incluir sus respuestas. 

Para los recursos del estudiante y del profesor, por favor contacte a los 
representates de Jones and Bartlett Publishers al 1-800-832-0034 o al info@ 
jbpub.com. 

Reconocimientos Nos gustaría expresar nuestro agradecimiento a nues- 
tros colegas de la Universidad Loyola Marymount que han enseñado con el 
libro, así como los profesores que se han tomado el tiempo para contactar- 
nos, o sus palabras de aliento, críticas, correcciones e inteligentes sugeren- 
cias. Un reservado reconocimiento especial para nuestra colega Lily Khad- 
javi, que proporcionó numerosas sugerencias útiles tanto para la primera 
como para la segunda edición del libro. También queremos reconocer la 
valiosa ayuda de los pasados estudiantes LMU que utilizaron este libro en 
las versiones preliminar y publicada. Por último, un muy sentido y profundo 
gracias para los siguientes revisores que contribuyeron a la primera edi- 
ción del libro: 

Nicolae H. Pavel, Universidad de Ohio 
Marcos Jardim, Universidad de Pensilvania 
Ilia A. Binder, Universidad de Harvard 

Y "gracias” nuevamente a todos los que revisaron esta edición para nosotros: 

Joyati Debnath, Universidad estatal Winona 

Rich Mikula, William Paterson, Universidad de Nueva Jersey 

Jim Vanee, Universidad estatal Wright 

Chris Masters, Universidad Doane 

George J. Miel, Universidad de Nevada, Las Vegas 

Jeffrey Lawson, Universidad Occidental de Carolina 

Javad Namazi, Universidad de Fairleigh Dickinson 

Irl Bivens, Universidad de Davidson 

Por último, nos gustaría dar las gracias a nuestro editor, Tim Anderson, por 
su constante insistencia, pero buen carácter, y al personal del departamento 
de producción por otro trabajo bien hecho. 
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Solicitud final La compilación de un libro de matemáticas, aun de este 
modesto tamaño, implica miles de malabares con palabras y símbolos. La 
experiencia nos ha enseñado que los errores — errores ortográficos o sim- 
plemente errores — parecen ser un inevitable subproducto de la empresa 
de escritura de libros de texto. Nos disculpamos de antemano por cualquier 
error que pueda encontrar y le exhortamos a indicárnoslo. Puede enviarlos 
por correo electrónico directamente a nuestro editor a tanderson@jbpub.com. 

Dennis G. Zill Patrick D. Shanahan 
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Introducción En los cursos elementales usted aprendió 
acerca de la existencia, y algunas de las propiedades, de 
los números complejos. Pero en los cursos de cálculo, 
lo más probable es que ni siquiera vio un número com- 
plejo. En este libro no sólo estudiamos números com- 
plejos; también abordaremos al cálculo de funciones de 
una variable compleja. 

Empezamos con un examen profundo de la aritmé- 
tica v del álgebra de los números complejos. 



" 

J 




Superficie de Riemann para arg(z). Vea 
la página 88. 
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Capítulo 1 Números complejos y el plano complejo 



1 . 1 Números complejos y sus propiedades 

Ninguna persona “inventó” los números complejos, pero las controversias que rodean el 
uso de estos números ya existían en el siglo xvi. En la búsqueda por resolver ecuaciones 
polinomiales con fórmulas que implican radicales, los primeros apasionados de las mate- 
máticas se vieron obligados a admitir la existencia de otra clase de números, además de los 
números enteros positivos. Ecuaciones tales como x? + 2x+2 = 0yx 3 = 6x+4 daban las 
“soluciones” 1 + >/“! y \/2+ \í~2 + \/2 — y/— 2 que causaban consternación en particu- 
lar dentro de la incipiente comunidad de estudiosos de las matemáticas porque todos sabían 
que no existían números tales como v^T y \/-2, números cuyo cuadrado es negativo. Es- 
tos “números” sólo existen en la imaginación, o como opinó un filósofo, “lo imaginario, 
lo íntimo del niño del misticismo complejo”. Con el tiempo estos “números imaginarios” 
no desaparecieron, principalmente porque los matemáticos, como un grupo, son tenaces 
y algunos hasta prácticos. Un famoso matemático afirmó que, aunque “existen en nuestra 
imaginación... nada nos impide... que se utilicen en los cálculos”. Los matemáticos también 
odian tirar cosas. Después de todo, aún persistía el recuerdo de que los números negativos 
en un primer momento fueron tildados de “ficticios”. El concepto de número , evolucionó du- 
rante siglos, creciendo el conjunto de los números enteros de sólo positivos con la inclusión 
de los números negativos, los racionales y los números irracionales. Pero en el siglo xvm el 
concepto de número dio un paso gigantesco en su evolución cuando el matemático alemán 
Cari Friedrich Gauss puso a los así llamados números imaginarios, o números complejos , como 
ya se estaban empezando a llamar, en una base lógica y consistente al tratarlos como una 
extensión del sistema de los números reales. 

Nuestro objetivo en esta primera sección es examinar algunas definiciones básicas y la 
aritmética de los números complejos. 



La unidad imaginaria Aún después de ganar una amplia respetabilidad, 
por medio de los trabajos seminales de Cari Friedrich Gauss y del matemá- 
tico francés Augustin Louis Cauchv, el desafortunado nombre “imaginario” 
ha sobrevivido a través de los siglos. El símbolo i se utilizó originalmente 
como un disfraz para el nada adecuado símbolo n/“T Ahora decimos que 
i es la unidad imaginaria y se define por la propiedad /- = - 1 . Usando la 
unidad imaginaria, construimos un número general complejo a partir de 
dos números reales. 



Definición 1 .1 .1 Números complejos 

Un número complejo es cualquier número de la forma z = a + ib, donde 
a y b son números reales e i es la unidad imaginaria. 



Terminología Las notaciones a + ib y a + bise utilizan indistintamente. 
El número real a en z = a + ib se llama la parte real de z, el número real b se 
llama la parte imaginaria de z. Las partes real e imaginaria de un núme- 
Xnta: u pane imaginaria de i 4 ■* ro complejo z se abrevian Re(z) e Im(z) , respectivamente. Por ejemplo, 
9/ es -9 no -9/ si z = 4 — 9¿, entonces, Re(z) = 4 e Im(z) = —9. Un múltiplo constante real 

de la unidad imaginaria se llama un número imaginario puro. Por ejemplo, 
z = 6 i es un número imaginario puro. Dos números complejos son iguales 
si sus correspondientes partes reales e imaginarias son iguales. Puesto que 
este sencillo concepto a veces es útil, se formalizará el último enunciado en 
la siguiente definición. 
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Definición 1.1.2 Igualdad 

Los números complejos z ] = a x 4- ib { y z, 2 = ^ + ib 2 son iguales, z ] = z, ¿ , 

si r/, = y b ] = A,. 



En términos de los símbolos Re(z) e Im(z), la definición 1.1.2 establece que 
Zj = Zg si R e(z 1 ) = Re^) e Im(Zj) = ImizJ. 

La totalidad de los números complejos o el conjunto de números com- 
plejos normalmente se denota por el símbolo C. Debido a que cualquier 
número real a se puede escribir como z = a + 0 vemos que el conjunto R 
de los números reales es un subconjunto de C. 



Operaciones aritméticas Los números complejos se pueden sumar, 
restar, multiplicar y dividir. Si z } = a } + ib } y z 2 = a 2 .+ ib 2 , estas operaciones 
se definen como sigue. 

Suma: z x 4- z 2 = ( a } 4- ib x ) 4- (a 2 4- ib 2 ) = (a x 4- a 2 ) 4- i(b x 4- b 2 ) 

Resta: z 1 - z 2 = (a } 4- ib x ) - (a 2 4- ib 2 ) = (a x - a 2 ) 4- i(b } - b 2 ) 

Multiplicación: z } • z 2 = (a { 4- ib } )(a 2 4- ib 2 ) 

= a x a 2 — b x b l¿ 4- i(b x a 2 4- a jA 0 ) 



División: 



£l _ a \ 4" ib x 



9 4- ib. 



— , a 2 0 , o A, # 0 



'’ 2 ^ 2 a 2 +¿> 2 



a\ + 6.; 



Las conocidas leyes conmutativa, asociativa y distributiva valen para 
números complejos: 



Leyes conmutativas’. 



Leyes asociativas. 



{ 

iativas. ^ 



Z\ 4“ Z2 — Z2 4~ Z\ 
Z\ Z<2 = Z 2 Z X 



z i 4- (z2 4- - 2 : 3 ) — (z\ 4- Z 2 ) 4- 23 
Zi(z 2 z 3 ) = (ziz 2 )z 3 
Ley distributiva: z l (z 2 4- z^) = ZjZ 2 4- z ] z 3 



Considerando estas leyes, no hay necesidad de memorizar las definicio- 
nes de suma, resta y multiplicación. 



Suma , resta y multiplicación 

(i ) Para sumar ( o restar) dos números complejos , simplemente sume (o reste) las 
correspondientes partes real e imaginaria. 

(íí) Para multiplicar dos números complejos , utilice la ley distributiva y el hecho 
de que i 2 = -1. 



La definición de división merece más elaboración, y, por tanto, en breve 
analizaremos esta operación con más detalle. 
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EJEMPLO 1 Suma y multiplicación 

Si 2 , = 2 + 4? y z 2 = — 3 + Si, determine (a) z x + z^ y (b) z x z r 

Solución (a) Sumando las partes real e imaginaria, la suma de los dos núme- 
ros complejos Zj y z,, es 

2 , + z 2 = (2 + 4 i) + (-3 + Si) = (2 - 3) + (4 + 8) i = -1 + 12 i. 

(b) Por la ley distributiva e i 2 = - 1 , el producto de z } y z 2 es 

ZjZg- (2 + 4?j(-3 + Si) = (2 + 4í)(-3) + (2 + 4?j (8?j 
= -6 - 12? + 16? + 32? 2 
= (-6 - 32) + (16 -12)? = -38 + 4?. 

□ 

Cero y unidad El cero en el sistema de números complejos es el número 
0 + O?, y la unidad es 1 + Oi. El cero y la unidad se denotan por 0 y 1 , respec- 
tivamente. El cero es la identidad aditiva en el sistema de números comple- 
jos va que, para cualquier número complejo z = a + ib, se tiene z + 0 = z. 
Para ver esto, se utiliza la definición de suma: 

2 + o = (a + ib) + (0 + 0?) = a + 0 + i(b + 0) = a + ib = z. 

De manera similar, la unidad es la identidad multiplicativa del sistema ya 
que, para cualquier número complejo z, tenemos z • 1 = z • (1 + 0?) = z. 

Conjugado Si z es un número complejo, el número que se obtiene 
al cambiar el signo de su parte imaginaria se llama complejo conjugado, o sim- 
plemente conjugado, de zy se denota con el símbolo z. En otras palabras, si 
z = a + ib, entonces su conjugado es z = a — ib. Por ejemplo, si z = 6 + 3?, 
entonces z = 6 — 3?; si z = —5 — i, entonces z = —5 + i. Si zes un número 
real, por ejemplo, z = 7, entonces z = 7. De las definiciones de la suma y 
la resta de números complejos, se demuestra fácilmente que el conjugado 
de la suma y la resta de dos números complejos es la suma y la resta de los 
conjugados: 

Z] + Zo = Z\ + ¿2, Z i — Z? — Zj — ¿9 • (1) 

Además, tenemos las siguientes tres propiedades adicionales: 




Por supuesto, el conjugado de cualquier suma finita (o producto) de núme- 
ros complejos es la suma (o producto) de los conjugados. 

Las definiciones de suma y multiplicación muestran que la suma y el 
producto de un número complejo zcon su conjugado z es un número real: 

z + z = (a + ib) + (a — ib) — 2 a (3) 

zz = (a + ib) (a - ib) = a 2 - i 2 b 2 = a 2 + b 2 . (4) 

La diferencia de un número complejo z con su conjugado z es un número 
imaginario puro: 



z — z = (a + ib) - {o - ib) = 2 ib. 



(ú) 
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Ya que a = Re ( 2 ) y b= Im(z), con las ecuaciones (3) y (5) se obtienen dos 
fórmulas útiles: 



Re ( 2 ) = y Im(z) = (6) 

Sin embargo, (4) es la relación importante en este análisis ya que permite 
utilizar a la división en una forma práctica. 



División 

Para dividir z 1 entre z 2 , multiplique el numerador y el denominador de z ] /z 2 por 
el conjugado de z l¿ . Es decir, 

Z 1 _ Z 1 . Z ‘2 _ Z 1 Z 2 

z 2 z 2 z 2 z 2 z 2 ^ ' 

y después utilice el hecho de que z 2 z 2 es la suma de los cuadrados de las partes 
real e imaginaria de z 2 . 

El procedimiento descrito en (7) se muestra en el ejemplo siguiente. 



EJEMPLO 2 División 

51 z ] = 2 — 3zy z 9 = 4 + 6z, determine z ] /z 2 . 

Solución Multiplicamos el numerador y el denominador por el conjugado 
z () = 4 — 6/ del denominador z 2 = 4 + 6z y después utilice (4): 

zi 2 - 3¿ 2 - 3¿ 4 - 6¿ 8 - 12? - 12? + 18¿ 2 -10 - 24?; 

z 2 ~ 4 + 6z “ 4 4- 6? 4 — 6¿ — 4 2 + 6 2 ” 52 ‘ 

Ya que queremos una respuesta en la forma a + £?, rescribimos el último re- 
sultado al dividir la parte real e imaginaria del numerador -10 — 24? entre 

52 y simplificando los términos: 

zi _ _10 _ 24. _ __5_ _ 6_. 

~Z2 52 1 _ 26 13* 

□ 

Inversas En el sistema de números complejos, cada número z tiene un 
único inverso aditivo. Como en el sistema de números reales, el inverso adi- 
tivo de z = a + ib es su negativo , —z, donde — z = —a — ib. Para cualquier 
número complejo z, tenemos z 4- ( — z) =0. Similarmente, cada número 
complejo diferente z de cero tiene un inverso multiplicativo. En símbolos, 
para z =É 0 existe uno y sólo un número complejo diferente de cero z -1 tal 
que zz' 1 = 1. El inverso multiplicativo z" 1 es igual al recíproco 1/z. 



EJEMPLO 3 Recíproco 

Determine el recíproco de z = 2 - 3 i. 
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Solución Por la definición de división, obtenemos 



1 1 1 2 + 3* 2 + 3* 2 + 3* 



z 2-3* 2-3* 2 + 3* 4 + 9 13 * 



I i respuesta debe estar en la forma Esto es, 

a + ib. 




Le toma unos segundos comprobar la multiplicación 



zz-' = (2-3¿)(á + &í) = l. 



□ 




Comparación con el análisis real 



(i) Muchas de las propiedades del sistema de números reales R va- 

len en el sistema de números complejos C, pero en realidad hay 
también algunas notables diferencias. Por ejemplo, el concepto 
de orden en el sistema de los números reales no se pasa al sistema de 
números complejos. En otras palabras, no podemos comparar dos nú- 
meros complejos Zj = + ib v b x 0, y z 2 = + ib v b 2 i= 0, usando 

desigualdades. Enunciados tales como Zj < z 2 o z 2 > Zj no tienen 
sentido en C, excepto en el caso especial en que los dos números 
z, y z 2 son reales. Vea el problema 55 de los ejercicios 1.1. Por 
tanto, si ve un enunciado tal como Zj = az v a > 0, está implícito 
en el uso de la desigualdad a > 0 que el símbolo a representa un 
número real. 

(ii) Algunas cosas que damos por imposibles en el análisis real, tal como 
? — — 2 y sen x = 5 cuando x es una variable real, son perfectamente 
correctas y comunes en el análisis complejo cuando el símbolo x se 
interpreta como variable compleja. Vea el ejemplo 3 de la sección 
4.1 y el ejemplo 2 de la sección 4.3. 

En lo que resta del libro continuaremos indicando otras diferencias 
entre el análisis real y el complejo. 



EJERCICIOS 1.1 Las respuestas a los problemas seleccionados ron numeración impax inician en 
la página RESP-1. 

1. Evalúe las siguientes potencias de *. 




(b) ¿» 
<d) i "> 5 



2. Escriba el número dado en la forma a + ib. 



(a) 2 i 3 - 3Í 2 + 5 i 



(b) 3 i 5 - i 4 + 7» s - 10 i* - 9 
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En los problemas 3 a 20 escriba el número dado en la forma a + ib. 



3. 


(5 - 9¿) + (2 - 4 i) 


4. 


3(4 - i) - 3(5 + 2 i) 


5. 


i( 5 + 7 i) 


6. 


i( 4 —i)+ 4¿(1 + 2t) 


7. 


(2 - 3i)(4 + i) 


8. 


(i -*<)(! + 10 


9. 


ZÍ+ 2-r 


10. 


i 

1+2 


11. 


2-4 i 


12. 


10-52 


3 + 5i 


6 + 2¿ 


13. 


(3 - *)( 2 4- 3 i) 
1 + i 


14. 


(l + t)(l-2t) 
(2 + ¿)(4 - 3¿) 


15. 


(5 - 4 i) - (3 + 7 i) 
(4 + 2 i) + (2 - 3¿) 


16. 


(4 H- 5z) + 2 i 3 
(2 + i) 2 


17. 


¿(1 — ¿)(2 — t)(2 + 6i) 


18. 


(l + t) 2 (l-¿) 3 


19. 


(3 + 6¿) + (4 - i)( 3 + 5¿) + ^4— 

¿ — l 


20. 


< 2 + 3i >(i 2 + ¿) 



En los problemas 21 a 24 utilice el teorema del binomio* 

(A + B) n = A n + ^ A n ~ l B + n ( W 2 ~ ^ A n ~ 2 B 2 + ••• 

+ n(n - l)(n - 2) • • • (n - k + 1) + .. + 

A:! 

donde n = 1, 2, 3, . . . , para escribir el número dado en la forma a 4- ib. 

21. (2 + 3») 2 22. (l-£i)* 

23. (-2 + 2*) 5 24. (1 + ¿) 8 

En los problemas 25 y 26 determine Re(z). e Im(z). 

25 ' Z ~ ( 3 - ») (2 + 3 i) 26 ' Z- (l + i)(l-2í)(l + 3i) 

En los problemas 27 a 30 sea z = x + iy. Exprese la cantidad dada en términos de 
xyy. 

27. Re(l/z) 28. Re(z 2 ) 

29. Im(2z + 41 - 4 i) 30. Im(r ¿ + z 2 ) 



En los problemas 31 a 34 sea :=x + iy. Exprese la cantidad dada en términos de 
los símbolos Re(z) e Im(z). 

31. Re(t'z) 32. Im(¿z) 

33. Im((l + t)z) 34. Re(z 2 ) 

En los problemas 35 y 36 demuestre que los números indicados satisfacen la ecuación 
dada. En cada caso explique por qué se pueden encontrar soluciones adicionales. 

35. z 2 4- i = 0, z\ = Determine una solución adicional, z 2 . 

36. z 4 = -4; z, = 1 4- = — 1 4- i. Determine dos soluciones adicionales, z 3 y z 4 . 



*Recuerde que los coeficientes en los desarrollos de (A 4 B )‘ J , ( A 4- B) 3 , etcétera, también 
se pueden obtener usando el triángulo de Pascal. 
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En los problemas 37 a 42 utilice la definición 1.1.2 para resolver cada ecuación para 
z = a + ib . 



37. 2z = í( 2 + 9í) 



39. 



41. 



z 2 = i 
z + 2z = 



2-i 

1 H~ 3 i 



38. z - 2z 4- 7 - 6¿ = 0 

40. r 2 = 4z 

42. — = 3 + 4¿ 

1 + 2 



En los problemas 43 y 44 resuelva el sistema de ecuaciones dado para z ] y z, 2 . 
43. iz x - iz^ = 2 4- lOz 44. ¿z, 4- (1 4- i)^ =14-2 ¿ 

— 4- (1 - 0^2 = 3 - 5i (2 — 0*1 + 2íz 2 = 4t 



Enfocando los conceptos 



45. 



46. 



47. 



48. 



49. 



50. 



51. 



52. 



53. 



54. 



55 . 



¿Qué podemos decir acerca del número complejo zsi z = z ? ¿Si (z) 2 = (z) 2 ? 

Piense en una solución alternativa al problema 24. Después, sin realizar un 
arduo trabajo, evalúe (1 4- O 5404 - 

Para un entero no negativo w, i n puede ser uno de los cuatro valores: 1, i, — 1, y 
—i. En cada uno de los siguientes cuatro casos, exprese el exponente entero n 
en términos del símbolo k, donde k = 0, 1, 2, . . . 

(a) i n = 1 (b) i n = i 

(c) i" = -1 (d) i" - -i 



Existe un procedimiento alternativo al dado en (7). Por ejemplo, el cociente 
(5 4- 6?j/(l 4- i) debe expresarse en la forma a 4- ib: 



5 4- 6t 
1 4- i 



= a 4- ib. 



Por tanto, 5 4-6? = (1 4- i) (a 4- ib). Utilice este último resultado y la definición 
1.1.2 para determinar el cociente dado. Utilice este método para determinar el 
recíproco de 3 — 4¿. 

Suponga por el momento que >/l -f i tiene sentido en el sistema de números 
complejos. Entonces, ¿cómo demostraría la validez de la igualdad 

\/l 4 -i = \/| 4- j 4- i \J + |\/2 •" 

Suponga que z x y z 2 son números complejos. ¿Qué puede decir acerca de z, o z 2 
si ZjZ 2 = 0? 

Suponga que el producto z^ de dos números complejos es una constante real 
diferente de cero. Demuestre que z, 2 = kz v donde k es un número real. 

Sin hacer mucho trabajo, explique por qué se sigue inmediatamente de (2) y 
(3) que ZjZ 2 4- z,z 2 = 2Re(z,z 2 ). 

A los matemáticos les gusta demostrar que ciertas “cosas" en un sistema matemá- 
tico son únicas. Por ejemplo, una demostración de una proposición taf como “La 
unidad en el sistema de los números complejos es única” por lo general comienza 
con la suposición de que existen dos unidades diferentes . por ejemplo, lj y 1 2 , y 
después se procede a demostrar que esta suposición conduce a cierta contradic- 
ción. De una contradicción si se supone que existen dos unidades diferentes. 

Siga el procedimiento indicado en el problema 53 para demostrar que la pro- 
posición “El cero en el sistema de números complejos es único". 

L’n sistema numérico se dice que es un sistema ordenado siempre que éste 
contenga un subconjunto Peón las siguientes dos propiedades: 

Primero , para cualquier número x diferente de cero en el sistema , ya sea x o —x (pero no 
ambos) está en P. 
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Segundo, si xyy son números en P \ entonces tanto xy como x + y están en P. 

En el sistema de números reales el conjunto Pe s el conjunto de números positivos. En 
el sistema de números reales decimos que xes mayor que y, escribiendo x > y, si y sólo 
si a: — jy está en P. Analice por qué el sistema de números complejos no tiene dicho 
subconjunto P [Sugerencia: Considere i y —i.] 



1.2 Plano complejo 

Un número complejo z = x + iy está unívocamente determinado por un par ordenado de 
números reales (x, y) . La primera y segunda entradas del par ordenado corresponden, a su 
vez, con las partes real e imaginaria del número complejo. Por ejemplo, el par ordenado 
(2, —3) corresponde al número complejo z = 2 — 3i. Inversamente, z = 2 — 3¿ determina 
al par ordenado (2, —3). Los números 7, i y —5 i son equivalentes a (7, 0), (0, 1), (0, -5), 
respectivamente. De esta forma podemos asociar un número complejo z = x + iy con un 
punto (x, y) en un plano coordenado. 



ejey 

o 

eje imaginario 



2 = x + iy o 

— * te y) 



- ejex 
o 

eje real 



Plano complejo Debido a la correspondencia entre un número com- 
plejo z = x + iy y un y sólo un punto (x, y) en un plano coordenado, uti- 
lizaremos los términos número complejo y punto indistintamente. El plano 
coordenado que se muestra en la figura 1.2.1 se llama plano complejo o 
simplemente plano z. El eje horizontal o eje xse llama eje real ya que cada 
punto en dicho eje representa un número real. El eje vertical o eje y se 
llama eje imaginario ya que un punto en dicho eje representa un número 
imaginario puro. 



Figura 1.2.1 Plano z 




Vectores En otros cursos sin duda ha visto que los números en un par 
ordenado de números reales se pueden interpretar como las componentes 
de un vector. Así, un número complejo z = x 4- iy también se puede ver como 
un vector de posición bidimensional, es decir, un vector cuyo punto inicial 
es el origen y cuyo punto terminal es el punto (x, y). Vea la figura 1.2.2. 
Esta interpretación v ectorial nos indica cómo definir la longitud del vector 
2 como la distancia \J x 2 4- y 2 del origen al punto (x, y). Esta longitud recibe 
un nombre especial. 

Definición 1.2.1 Módulo 



• rura 1.2.2 z como un vector de posición 



El módulo de un número complejo z = x 4- iy es el número real 



M= 



4- V" . 



( 1 ) 



El módulo 2 de un número complejo z también se denomina el valor absoluto 
de 2 . Utilizaremos ambas módulo y valor absoluto en todo el libro. 



EJEMPLO 1 Módulo de un número complejo 

Si 2 = 2 — 3 i, entonces de (1) determinamos el módulo del número 
como \z\ = y/2 2 4- (— 3) 2 = v/13. Si z = -9 i, entonces con (1) se obtiene 

|-9»|= v/F9F = 9. 



• ^ 
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Propiedades Recuerde de (4) de la sección 1.1 que, para cualquier núme- 
ro complejo z = x + iy, el producto zz es un número real; específicamente, 
zz es la suma de los cuadrados de las partes real e imaginaria de r zz = x 2 4 
f. La inspección de (1) muestra entonces que |zj 2 = x 2 + f. Las relaciones 

| Z | ** = ZZ y |z| = y/zi (2) 



merecen ser guardadas en la memoria. El módulo de un número complejo 
z tiene las propiedades adicionales, 



|ziZ 2 | = |zi| \Z 2 \ y 



Uil 



(3) 



Observe que cuando Zj = z 2 = z, la primera propiedad en (3) demuestra que 



(4) 



La propiedad JzjzJ = |zj |zj se puede demostrar usando (2) y se deja como 
un ejercicio. Vea el problema 49 en los ejercicios 1.2. 




Zl + z 2 
o 

(x,*x 2 ,y¡ + y 2 ) 



(a) Vector suma 



y 




De nuevo distancia La suma de números complejos z x — x, 4- iy x y z^ = 
Xg + iy 2 dada en la sección 1.1, cuando se establece en términos de pares 
ordenados: 



(*i» 3i) 4" (^*^2) (*1 4~ 4~ y 2 ) 

es simplemente la definición de las componentes del vector suma. La inter- 
pretación vectorial de la suma z 1 4- z, 2 es el vector que se muestra en la figura 
1.2. 3 (a) como la diagonal principal de un paralelogramo cuyo punto inicial 
es el origen y punto terminal es (x x -I- x^, y x -I- y 2 ). La diferencia ^ - z l se pue- 
de obtener ya sea comenzando del punto terminal de z l y finalizando en el 
punto terminal de z 2 , o como un vector de posición cuyo punto inicial es 
el origen y punto terminal es (x^ - x y y 2 — y x ). Vea la figura 1.2.3(b). En el caso 
z=z 2 -z 1 ,se sigue de (1) y de la figura 1.2.3(b) que la distancia entre dos 
puntos Zj = jq 4- iy } y z 2 = x 2 4- ¿y 2 en el plano complejo es igual a la distancia 
entre el origen y el punto ( x^ — Xj, y 2 — y x )\ es decir, |z| = |zg — Zj| = \(x 2 — Xj) 

+ l '(?2 “ >|)l ° 

H -*}| = v ,; (- v 2 - *i + (v -2 - Vi (5) 



Figura 1 .2.:$ Suma y diferencia de vectores 



Cuando Zj = 0, de nuevo vemos que el módulo |zj representa la distancia 
entre el origen y el punto z ¿ . 



ID' 



f 



Rp 

Kfl 



EJEMPLO 2 Conjunto de puntos en el plano complejo 

Describa el conjunto de puntos z en el plano complejo que satisface que |z| 
= |z - i| 

Solución Podemos interpretar la ecuación dada como igualdad de distan- 
cias: la distancia de un punto z al origen iguala la distancia desde z al punto i. 
Geométricamente, esto parece plausible de la figura 1.2.4 que el conjunto de 
puntos z se encuentra sobre una recta horizontal. Para establecer esto analíti- 
camente, utilizamos (1) y (5) para escribir |z| = |z - i\ como: 

y/ x 2 4- y 2 = \A 2 4- (y - 1 ) 2 
x 2 4- y 2 = x 2 4- {y - l) 2 
x 2 4* y 2 = x 2 4- y‘ ¿ - 2y 4- 1. 



* ff v 



ff s- 8' ET 
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y Con la última ecuación se obtiene y = ■£. Ya que la igualdad es verdadera 

para * arbitraria y y = lo cual es la ecuación de la recta horizontal que se 
muestra en color en la figura 1.2.4. Los números complejos que satisfacen |z| 
= | z- i\ se pueden entonces escribir como z = x + L/. 

O 



Desigualdades En las observaciones del final de la última sección indi- 
camos que no se puede definir ninguna relación de orden en el sistema de 
f ^ ura 1,2,4 La recta horizontal es el conjun- números complejos. Sin embargo, ya que \z\ es un número real, podemos 
.. pumos que satisfacen que |z - \z f|. comparar los valores absolutos de dos números complejos. Por ejemplo, si z¡ 

= 3 + 4¿y Zg = 5 — i, entonces | z\ | = \/25 = 5 y | z 2 | = \/26y, por tanto, |zj < 
|^|. En vista de (1), una interpretación geométrica de la última desigualdad 
es simple: El punto (3, 4) está más cerca del origen que el punto (5, —1). 

Ahora considere el triángulo dado en la figura 1.2.5 con vértices en 
el origen, Zj, y z x 4- z^. Sabemos de la geometría que la longitud del lado del 
triángulo correspondiente al vector z x 4- z 2 no puede ser mayor que la suma 
de las longitudes de los dos lados restantes. En símbolos podemos expresar 
esta observación con la desigualdad 




desigualdad st* puede deducir usando ^ 
propiedades de los números complejos 
la sección 1.1. Vea el problema 50 de 
ejercicios 1.2. 



k + 2 ,l<|z,| + k>|. (6) 

El resultado (6) se conoce como la desigualdad del triángulo. Ahora de la 
identidad Zj = z, + z, 2 + (— Zg), con la ecuación (6) se obtiene 




-‘-rara 1.2.5 Triángulo formado por lados 
sectoriales 



l*ll = l Z ] + z 2 + ( -Z 2)I - l z i + z 2l + l -Z 2l- 

Ya que |z 2 | = |— z 2 | (vea el problema 47 en los ejercicios 1.2), despejando del 
último resultado a |z, + se obtiene otra importante desigualdad: 

|z,|-|z 2 |<|z, + z 2 |. (7) 

Pero ya que ^ + z„ = z 2 + z v la ecuación (7) se puede escribir en la forma 
alternativa 1^ + z 2 | = |z 2 4- z l \ > |z 2 | — |zj| = — (|zj| — |z 2 |) y así combinada 
con el último resultado implica 




( 8 ) 



También se sigue de (6) que sustituyendo z 2 con -z 2 se obtiene \z ] 4- (-z 2 )| 
< | Zj | 4- |( — z 2 )| = | Zj | 4- |z 2 |. Este resultado es igual a 



h *2! — I z \ I I ^2!* 



(9) 



De (8) con z 2 sustituida por — z 9 , también encontramos 




( 10 ) 



En conclusión, observamos que la desigualdad del triángulo (6) se extiende 
para cualquier suma finita de números complejos: 

l Z l + Z 2 + Z 3 + ■" + Z B I < Kl + |z 2 | + |z 3 | + - + |zj. (10) 

Las desigualdades (6), (8) y (10) serán importantes cuando trabajemos con 
integrales en los capítulos 5 y 6. 
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EJEMPLO 3 Una cota superior 

Determine una cota superior para 



-1 

z 4 + 3z 2 + 2 



SI z¡ 



= 9 



Solución Por el segundo resultado en (3), el valor absoluto de un cociente 
es el cociente de los valores absolutos. Así, con — 1| = 1 queremos determi- 
nar un número real positivo M tal que 



|z 4 +3z 2 + 2| 

Para lograr esta tarea queremos que el denominador sea tan pequeño como 
sea posible. Puesto que z 4 + 3z 2 + 2 = (z 2 4 1) (z 2 + 2) podemos utilizar el 
primer resultado en (3) y (8) para escribir 

| z 4 + 3z 2 4- 2| - |z 2 + l| • | z 2 + 2| > | j z 2 | - l| • ||z 2 | - 2|. (12) 

Usando |z| = 2, la expresión (12) se convierte en 

|z 4 + 3z 2 + 2| >||z 2 | - l| • ||z 2 | - 2| = ||z 2 | - l| • ||z 2 | - 2¡ 

= |4 — l| * |4 — 2| 

= 6 . 



Por tanto para |z| = 2 tenemos 



-1 


1 


z 4 + 3z 2 +2 


|z 4 +3z 2 +2| 



□ 



Observaciones 



Hemos visto que la desigualdad del triángulo | Zj 4- z 2 | < | \ | + | z 2 | indica 
que la longitud del vector z ¡ + z 2 no puede ser mayor que la suma de las 
longitudes de cada uno de los vectores Zj y z 2 . Pero los resultados dados 
en (3) son interesantes. El producto ZjZ 2 y el cociente Zj/ z 2 ,(z 2 0), son 

números complejos y también son vectores en el plano complejo. Las 
igualdades | z,z 2 | = | Zjj | z 2 | y | z 1 /z 2 | = KI/|^ 2 I indican 9 ue las longitudes de 
los vectores z l z 2 y z^/z^ son exactamente iguales al producto y al cociente 
de las longitudes, de cada uno de los vectores z l y z 2 , respectivamente. 

EJERCICIOS L2 Las respuestas a los problemas seleccionados con numeración impar inician 
en la página RESP-2. 

En los problemas 1 a 4 interprete z ] yz 2 como vectores. Trace la gráfica z v z v y la 
suma y diferencia indicadas como vectores. 

1. z, = 4 + 2 i, z 2 = -2 + 5i; z, 4- z 2 , z, - z 2 

2. Zj = 1 — i, z 2 = 1 4 i; z, + z v Zj “ z 2 

3. Zj = 5 4 4 z 2 = Si; 3 z l 4 5z 2 , z 1 - 2z 2 

4. z 1 = 4 - 3 í, z 2 = -2 4 Si; 2 z, 4 4z 2 , z, - z 2 

5. Dado que z 1 = 5 - 2i y z t¿ = -1 - i, determine un vector z 3 en la misma direc- 

ción que z, 4 z 2 , pero cuatro veces más largo. 
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6. (a) Dibuje los puntos z 1 ** — 2 — 8/, z^ = 3 ¿, z s = -6 - 5 /. 

(b) Los puntos en el inciso (a) determinan un triángulo con vértices en z p z 2 y 
z v respectivamente. Exprese cada lado del triángulo como una diferencia 
de vectores. 

7. En el problema 6, determine si los puntos z v z^ y z 3 son los vértices de un trián- 
gulo rectángulo. 

8. Los tres puntos z ] = 1 + 5 *, z 2 = — 4 - /, z 3 = 3 4- / son los vértices de un trián- 
gulo. Determine la longitud de la mediana de z, al lado de z 3 — z 2 . 



En los problemas 9 a 12 determine el módulo del número complejo dado. 
9. (1 - i) 2 10. ¿(2-/)-4(i+{/) 

2 i 



11 . 



12 . 



1-2/ 2-i 

1 + i 1 - i 



3-4 i 

En los problemas 13 y 14 sea z = x + iy. Exprese la cantidad dada en términos de x 
y y. 

13. | je — 1 — Si| 2 14. |z+ 5z| 



En los problemas 15 y 16 determine cuál de los dos números complejos dados está 
más cerca del origen. ¿Cuál está más cerca de 1 + i? 



15. 10 + 8¿, 11-6/ 



1 1.2 1 . 

16. — i, — + — i 

2 4 3 6 



En los problemas 17 a 26 describa el conjunto de puntos zen el plano complejo que 
satisfaga la ecuación dada. 

17. Re((l + i)z - 1) = 0 18. [Im(/z)] 2 = 2 



19. |z- i| = |z- 1| 
21. Im(z 2 ) = 2 
23. |z- l|= 1 
25. |z-2| = Rc(z) 



20. z = z-' 

22. Re(z 2 ) = |\/3 - ¿| 

24. |z- / 1 = 2 | z — l| 

26. |z| = Re(z) 



En los problemas 27 y 28 establezca la desigualdad simultánea dada. 

27. Si | z| = 2, entonces 8 < | z 4- 6 + 8¿| < 12. 

28. Si |*| = 1, entonces 2 < lz 2 - 3| < 4. 

29. Determine una cota superior para el módulo de 3z 2 + 2z + 1 si z \ ^ 1. 

30. Determine una cota superior e inferior para el recíproco del módulo de z 4 — 
5z 2 + 6 si | zj = 2. [Sugerencia: z 4 — 5z 2 4- 6 = (z 2 — 3 )(z 2 — 2).] 

En los problemas 31 y 32 determine un número z que satisface la ecuación dada. 

31. |z| — z = 2 + / 32. |z| 2 + 1 + 12/= 6z 



Enfocando los conceptos 



33. (a) Dibuje el par de puntos z = a + iby z = a — ib en el plano complejo si a > 

0 . b > 0; a > 0, b < 0; a < 0, b > 0; y a < 0, b < 0 . 

(b) En general, ;cómo se podría describir geométricamente la relación entre 
un número complejo z — a + ib y su conjugado z = a — ib ? 

(c) Describa geométricamente la relación entre z = a 4- ib y z } = —a 4 ib. 

34. ¿Cómo podría describir geométricamente la relación entre un número com- 
plejo diferente de cero z = a 4 ib y su 

(a) negativo, - z? 

(b) inverso, z" 1 ? [Sugerencia: Lea nuevamente el problema 33 y después recuerde 
que z _1 = z/|z| 2 .] 
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35. Considere los números complejos z x = 4 + i, z 2 = — 2 + i, z 3 = -2 - 2 i, z 4 = 
3 - 5 i. 

(a) Utilice cuatro diferentes bosquejos para dibujar los cuatro pares de puntos 
z v tt,; z v iz¿ z v iz 3 y z 4 , iz r 

(b) En general, ¿cómo podría describir geométricamente el efecto de multipli- 
car un número complejo z — x + iy por í? ¿Por — í? 

36. ¿Cuál es el único número complejo con módulo 0? 

37. ¿Bajo qué circunstancias | = I ^ | + | zj? 

38. Usando la variable compleja z, determine una ecuación de una circunferencia 
en el plano complejo de radio 5 centrado en 3 - 6*. [Sugerencia: Utilice la ecua- 
ción (5)]. 

39. Describa el conjunto de puntos z en el plano complejo que satisfacen z = eos 0 
+ i sen 0, donde 6 se mide en radianes a partir del eje positivo x. 

40. Usando la variable compleja z, determine una ecuación de una elipse en el 
plano complejo con focos en -2 + i y 2 4 - i cuyo eje mayor es de 8 unidades de 
longitud. 

41. Suponga que z = x + iy. En la ecuación (6) de la sección 1.1 vimos que xy y se 
podían expresar en términos de zy z. Utilice estos resultados para expresar las 
siguientes ecuaciones cartesianas en forma compleja. 

(a) x — 3 (b) y = 10 

(c) y=x (d) x + 2y = 8 

42. Usando notación compleja, determine una ecuación paramétrica del segmen- 
to de recta entre cualesquier dos números complejos distintos z, y z 2 en el plano 
complejo. 

43. Suponga que z,, z^y z 3 son tres puntos distintos en el plano complejo y k es un 
número real. Interprete geométricamente a z 3 — z 2 = k(z i¿ - Zj). 

44. Suponga que z, ^ z, 2 . Interprete geométricamente a Re(ZjZ 2 ) = 0 en términos 
de los vectores z { y z^. 

45. Suponga que w = z/z. Sin hacer ningún cálculo, explique por qué ¡u/| = 1. 

46. Sin hacer ningún cálculo, explique por qué las desigualdades |Re(z)| < | z | y 
|lm(z)| < | z| valen para todos los números complejos z. 

47. Demuestre que 

(a)|*| = |-z| (b)|z| = |z|. 

48. Para cualesquier dos números complejos z, y z, ¿ , demuestre que 

k + z 2 | 2 + k - z 2 l 2 = 2(k,| 2 + |z 2 | 2 ). 

49. En este problema empezamos demostrando la primera propiedad |zjZ 2 | = |z,| 
|z 2 |en (3). Por el primer resultado en (2) podemos escribir | z ] z 2 | 2 = (ZjZ 2 ) (z,z 2 ). 
Ahora utilice la primera propiedad en (2) de la sección 1.1 para continuar la 
demostración. 

50. En este problema lo guiaremos a través de una demostración analítica de la 
desigualdad del triángulo (6). 

Puesto que \ z x + z 2 | y |zj + |z 2 | son números positivos reales, tenemos 
que | Zj + z 2 | ^ |zj + |zj si y sólo si |z, + z^^l 2 ^ (|zj + ^l) 2 . Por lo que, es sufi- 
ciente demostrar que |zj + z 2 1 2 ^ (|zj -1- lz.,1) 2 . 

(a) Explique porqué |z, + z 2 | 2 = \z l \ 2 + 2Re(z,z 2 ) + |z 2 | 2 . 

(b) Explique porqué (|zj + |z 2 |) 2 = |z,| 2 + 2k* 2 | + U 2 | 2 - 

(c) Utilice los incisos (a) y (b) junto con los resultados del problema 46 para 
deducir (6). 
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1.3 Forma polar de números complejos 

Recuerde del cálculo que un punto Pe n el plano cuyas coordenadas rectangulares son (x, y) 
se puede describir también en términos de coordenadas polares. El sistema de coordenadas 
polares, inventado por Isaac Newton, consiste de un punto 0 llamado polo, y de una semirrecta 
que sale del polo llamada eje polar. Si res una distancia dirigida del polo a Py ti es un ángulo de 
inclinación (en radianes) medido del eje polar a la recta OP> entonces el punto se puede descri- 
bir con el par ordenado (r f 6), llamado coordenadas polares de P. Vea la figura 1.3.1. 




y 




Figura 1.3.2 Coordenadas polares en el 
plano complejo 



Sea cuidadoso cuando use- tan 1 ( v x) 



Forma polar Suponga, como se muestra en la figura 1.3.2, que un sis- 
tema coordenado polar está sobrepuesto en el plano complejo con el eje 
polar coincidiendo con el eje positivo xy el polo O en el origen. Entonces 
x, y y r y ti están relacionadas por x = reos ti, y = rsen ti. Estas ecuaciones nos 
permiten expresar un número complejo diferente de cero z = x 4- iy como 
z = (reos ti) + ¿(rsen ti) o 

z= r (eos 0 + ¿sen ti). (1) 

Decimos que (1) es la forma polar o representación polar del número com- 
plejo z. De nuevo, de la figura 1.3.2 vemos que la coordenada r se puede 
interpretar como la distancia del origen al punto (x, y). En otras palabras, 
adoptamos la convención de que r nunca es negativa , * por lo que podemos 
considerar a r como el módulo de 2, que es, r = 1 2 . El ángulo ti de inclina- 
ción del vector 2, que siempre se medirá en radianes del eje real positivo, es 
positivo cuando se mide en contra del sentido del reloj y negativo cuando se 
mide en el sentido del reloj. El ángulo ti se llama argumento de 2 y se denota 
con ti = argU). Un argumento 6 de un número complejo debe satisfacer las 
ecuaciones eos 0 = x/r y sen 6 = y/r. Un argumento de un número complejo 
2 no es único, ya que eos ti y sen ti tienen periodo 27 r; en otras palabras, si 
ti 0 es un argumento de 2, entonces necesariamente los ángulos ti 0 ± 27 r, ti () 
± 477,... son también argumentos de 2. En la práctica utilizamos tan ti = y/ x 
para determinar ti. Sin embargo, ya que tan ti tiene periodo 77 , se debe tener 
cierto cuidado al usar la última ecuación. Una calculadora dará sólo ángulos 
que satisfacen - 77/2 < tan _1 (y/x) < 77 / 2 , estos son ángulos en el primer y 
cuarto cuadrantes. Hemos elegido ti consistentemente con el cuadrante en 
el que se localiza 2; esto puede requerir sumar o restar 77 a tan -1 (y/x) cuan- 
do sea apropiado. El siguiente ejemplo muestra cómo se hace esto. 




ricura 1.3.3 arg(->/3-¿) 



EJEMPLO 1 Un número complejo en forma polar 

Exprese — \/3 — ¿ en forma polar. 

Solución Con x = — >/3 y y = — 1 obtenemos r = \z\ = y ( — y/S) ¿ -I- (— l) 2 

= 2. Ahora y/x =— 1/( — \/3) = l/\/3, y así una calculadora da tan -1 (l/v/3) 
= 77/6, que es un ángulo cuyo lado terminal está en el primer cuadrante. 
Pero ya que el punto — %/3 — i se encuentra en el tercer cuadrante, tomamos 
la solución de tan 6 = -l/(-\/3) — l/\/3 como ti = arg( 2 ) = 77/6 + 77 = 
777/6. Vea la figura 1 .3.3. Se sigue de ( 1 ) que una forma polar del número es 

_ ( 7 77 7n\ 

2 = 2 í eos — + esen — 1. (2) 

□ 

*En general, en la descripción polar (r, 6) de un punto Pe n el plano cartesiano, podemos 
tener r > 0 o r < 0. 
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Argumento principal El símbolo arg(z) representa un conjunto de va- 
lores, pero la elección de un argumento 0 de un número complejo que se 
encuentra en el intervalo — 7 t < 6 < 77 se llama valor principal del arg(z) o 
argumento principal de i. El argumento principal de zes únicoy se represen- 
ta con el símbolo Arg(z), esto es, 

— 77 < Arg(z) < 77. 

Por ejemplo, si z = i, vemos en la figura 1.3.4 que algunos valores de arg(zj 
son 7 t/ 2, 077/2, —377/2, y así sucesivamente, pero Arg(¿) = 77/2. Similar- 
mente, vemos de la figura 1.3.5 que el argumento de — \/3 — i que se en- 
cuentra en el intervalo (— 77 , 7 7 ], el argumento principal de z, es Arg(z) = 
577 

77/6 — 77 = — — . Usando Arg(z) podemos expresar el número complejo en 
6 

(2) en forma polar alternativa: 




En general, arg(z) y Arg(z) están relacionados por 

arg(z) = Arg(z) 4- 2 ht7, n = O, ±1, ±2, . . . (3) 

Por ejemplo, arg(?j=^ +2 mi . Para las elecciones rz = O y n = — 1, (3) da 
arg(z) = Arg(¿) = 7r/2y arg(¿) = — 377/2, respectivamente. 

Multiplicación y División La forma polar de un número complejo es 
especialmente conveniente cuando multiplicamos o dividimos dos números 
complejos. Suponga 

Z\ = /-j(cos 6 ] 4- i sen 6 X ) y z 9 = r 9 ( eos 0 9 + i sen 0 2 ), 

donde y d 2 son argumentos cualesquier de z ] y z 2 , respectivamente. 
Entonces 

z, z,, = q r 9 [eos eos 0 9 — sen 0, sen 0 9 4- i (sen eos 0 9 4- eos 0, sen &>)] (4) 
V, para z^ ± O, 

Z, T. 

— = — [eos 0, eos 0 9 + sen 0j sen 0 9 4- ¿(sen 0, eos 0 9 — eos 0 x sen 0 9 )] (5) 

Z 2 r 2 
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Usando las fórmulas de suma* para el coseno y el seno, (4) y (5) se pueden 
rescribir como 




n L 



y 




-c-sra 1.3.6 arg^) = 0, + 0 t¿ 



= rpjcos^, 4- 0 2 ) 4- *sen(0, 4- 0 2 )] (6) 

Y 2 r 

~ = ~ t cos(f, i “ #2> + ' sen ^i “ «*)]• (7) 

Z 2 t 2 

Examinando las expresiones en (6) y (7) y la figura 1.3.6 se encuentra que las 
longitudes de los dos vectores z x z 9 y z x / z 2 son el producto de las longitudes de 
Zj y de z 2 y del cociente de las longitudes de z, y z 2 , respectivamente. Vea (3) de 
la sección 1.2. Además, los argumentos de ZjZ t) y z 1 /z< > están dados por 



arg(z,z.,) = arg(z,) 4- arg(zj 



y 



arg 



(^) = arg(z,) - argíij). (8) 



EJEMPLO 2 Argumento de un producto y de un cociente 

Acabamos de ver que para ^ = i y z 2 = — y/3 — i el Arg(z¡) = 7 t/ 2 y Arg(z,) 
= — 57 t/ 6, respectivamente. Por lo que los argumentos para el producto y 
cociente 

Z 1 Z 2 = i(—y / 3 — i) = 1 — \/3 i y 
se puede obtener de (8): 

, x 7T / 07T \ 7T 

«*«,«,) - 5 + (- T J-- 5 

Valores adicionales de arg(z,z 2 ) y arg(z ] /z 2 ) se pueden encontrar al sumar 
múltiplos enteros de 2 tt a = 7 t/3 o 47r/3, respectivamente. -1 

Potencias enteras de z Podemos determinar potencias enteras de un 
número complejo zde los resultados en (6) y (7). Por ejemplo, si z = r(cos 0 
4* i sen 0), entonces con Zj = z 9 = z, en (6) se obtiene 

zr = r 2 [cos(0 4- 0) 4- ¿sen(0 4- 0)] = r-'(cos 20 4- / sen 20). 

Ya que z 3 = z 2 z, entonces se tiene que 

z 3 = r 3 (eos 30 + i sen 30), 

y así sucesivamente. Además, si tomamos arg(l) = 0, entonces de (7) se 
obtiene 

z" 1 = - — -[cos(O-0) + i sen (0-0)] = r" 1 [cos(-0)4- i sen(-0)]. 
z r 

Continuando de esta forma, obtenemos una fórmula para la w-ésima poten- 
cia de z para cualquier entero n: 

z n = r"(cos nO 4- i sen nO). (9) 

Cuando n = 0, obtenemos el conocido resultado z° = 1. 



_ i_ 

z 2 — >/3 — i 



1 v/3. 



( Z\ \ 7T ( 5tt\ 47 T 

arg w = 2 - (-tJ = T- 



'eos (A ± B) — eos A eos B sen A sen B y sen (.4 ± £) — sen .4 eos /i ± eos A sen /i 



18 



Capítulo 1 Números complejos y el plano complejo 



EJEMPLO 3 Potencia de un número complejo 

Calcule z 3 para z = — y/3 - i. 

Solución En (2) del ejemplo 1 vimos que un forma polar del número dado 
es z = 2 [eos (77t/6) + i sen (77t/6)]. Usando (9) con r— 2, 0 = 7tt/6. y n = 3 
obtenemos 

(— n/3— *) S =2 3 

ya que cos(77t/2) = 0 y sen(77r/2) = -1. □ 

Observe en el ejemplo 3, si también queremos el valor de z -3 , entonces 
procederíamos en dos maneras: ya sea determinamos el recíproco de z 3 = 
— 8¿ o utilizamos (9) con n = —3. 



eos 



77r 

3— ) + ¿sen 






= 8 



7n . 7n 
eos — + i sen — 



= —Si 



Fórmula de De Moivre Cuando z = eos 0 + i sen 6, tenemos |z| = r = 1, 
y así de (9) se obtiene 



(eos 6 + / sen O)" — eos nB + i sen nO, (10) 

Este último resultado se conoce como fórmula de De Moivre y es útil en la 
deducción de ciertas identidades trigonométricas que implican eos nB y 
sen nO. Vea los problemas 33 y 34 de los ejercicios 1.3. 



EJEMPLO 4 Fórmula de De Moivre 

De (10), con 6 = 7t/6, eos# = \/3/2, y sen 6 : = 1/2: 



(y/l 


\3 


7T\ 


í ^ 7T \ 


— + 


-i = eos 30 + ? sen 30 = eos (3 • 


- 


4* x sen ( 3 — ) 


V 2 


2 ) \ 


6/ 


V 6/ 



77 77 

= eos — -j- i sen — = i. 
2 2 



Observaciones 



Comparación con el análisis real 



(i) Observe en el ejemplo 2 que, aunque usemos los argumentos prin- 
cipales de Zj y z 2 que, arg^/z^ = 47t/3 & Arg(z ] /z 2 ). Si bien (8) 
es verdadera para cualquier argumento de Zj y en general, no es 
cierto que Arg(ZjZ 2 ) = Arg(Zj) + Arg(z 2 ) y Arg(z,/z 2 ) = Arg(zj) - 
Arg(z 2 ). Vea los problemas 37 y 38 de los ejercicios 1.3. 

( ii ) Se puede asignar un argumento a cualquier número complejo z di- 
ferente de cero. Sin embargo, para z = 0, arg(z) no se puede definir en 
una forma significativa. 
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( iii ) Si tomamos arg(z) del intervalo (—7 r, i r], la relación entre un nú- 
mero complejo z y su argumento es univaluada; esto es, cáda 
número complejo diferente de cero tiene precisamente un ángulo 
en (-7 r, 7r]. Pero no existe nada especial en el intervalo (- 77 , 7 r], 
también establecemos una relación univaluada al usar el intervalo 
(0, 27 t] para definir el valor principal del argumento de z. Para el 
intervalo (— 7T, 7 t], el eje real negativo es análogo a un barrera que 
acordamos no cruzar; el nombre técnico de esta bañera es un corte 
de rama. Si utilizamos (0, 27 t], el corte de rama es el eje real positivo. 
El concepto de corte de rama es importante y se examinará con gran 
detalle cuando estudiemos funciones en los capítulos 2 y 4. 

(iv) La parte “coseno i seno” de la forma polar de un número complejo 
algunas veces se abrevia cis. Es decir, 

z = r (eos 0 + i sen 0) = rcis 0. 

Esta notación usada principalmente en ingeniería, no la usaremos 
en este libro. 



EJERCICIOS 1.3 Las respuestas a los problemas seleccionados con numeración impar ini- 
cian en la página RESP-2. 

En los problemas 1 a 10 escriba el número complejo dado en la forma polar usando 
primero un argumento 0 Arg(z), y después usando 0 = Arg(z). 



1 . 


2 


2. 


-10 


3. 


-3/ 


4. 


6¿ 


5. 


1 + i 


6 . 


5 — 5 ¿ 


7. 


— n/3 4* i 


8. 


-2 - 2\/3 i 


9. 


3 


10 . 


12 


-14 -i 


n/ 3 -f i 



En los problemas 11 y 12 utilice un calculadora para escribir el número complejo 
dado primero en forma polar usando un argumento 0 Arg(z), y después usando 
6 = Arg(z). 

11. -V2 + V7Í 12. -12-5» 

En los problemas 13 y 14 escriba el número complejo cuyas coordenadas polares 
(r, 0) están dadas en la forma a + ib. Si es necesario utilice una calculadora. 

13. (4, -5tt/3) 14. (2, 2) 

En los problemas 15 a 18 escriba el número complejo cuya forma polar está dada en 
la forma a + ib. Si es necesario utilice una calculadora. 

, „ / 7tt 7tt\ _ /-/ ll;r ll/r\ 

15. z = 5 eos — 4 - 1 sen— 16. z = 8v2 eos + 1 sen 

V b 6 ) ^ \ 4 4/ 

17. z = 6 icos 77 + i sen 18. z = 10 icos — + 2 sen— ) 

V 8 8/ V 5 5/ 

En los problemas 19 y 20 utilice (6) 
número en la forma a + ib. 

19. zi = 2 ^cos ^ 4* ¿sen Z 2 = 4 

20. z\ = y/2 ( cos ^ + ¿sen ^), z 2 = \/3 ^cos ^ + i sen ^ J 



y (7) para determinar z x z l¿ y Zj/z 9 . Escriba el 
( 3t t 3tt\ 

V cos t lsen y ) 
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En los problemas 21 a 24 escriba cada número complejo en forma polar. Después 
utilice ya sea (6) o (7) para obtener la forma polar del número dado. Finalmente, 
escriba la forma polar en la forma a + ib. 

21. (3 — $*) (5 + 5n/3¿) 22. (4 + 4¿)(— 1 + ¿) 

y/2 + \/6 i 
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24. 



1 + / ' -1+ y/3 i 

En los problemas 25 a 30 utilice (9) para calcular las potencias indicadas. 
25. (1 + v/3») 9 
27. {*+**)” 



26. (2-2í) 3 
28. (— n/2+ y/6 ¿) 4 



29. [(v/2 eos- -I- i\/2sen^J 30. 



r-( 2 7T 2tt\ 

v 3 í eos — + i sen— 1 



En los problemas 31 y 32 escriba en forma polar el número complejo dado y después 
en la forma a + ib. 



31. (cosí + ¿sen i)'' ¡2 (eos | + ¿sen í )]' 

o ( 37T 37T \ ] 

8 (eos — + í s en — j 



77 \ 1 10 



[ 2 (cos^ + ¿sen^)] 



33. Utilice la fórmula de De Moivre (10) con n = 2 para determinar identidades 
trigonométricas para eos 26 y sen 26. 

34. Utilice la fórmula de De Moivre (10) con n — 3 para determinar identidades 
trigonométricas para eos 36 y sen 30. 



En los problemas 35 y 36 determine un entero positivo n para el que valga la igualdad. 




37. Para los números complejos Zj = — 1 y z., = o/, compruebe que: 

(a) Arg(z,z 2 ) * Arg(Zj) + Arg(z. ¿ ) 

(b) Arg(— Zg/Zj) = Argí-zg)- Argiz,). 

38. Para los números complejos dados en el problema 37, compruebe que: 

(a) argtejZg) = arg(z t ) + arg(z 2 ) 

(b) arg(-z 2 /z,) = arg(-Zg) - arg^). 



Enfocando los conceptos 



39. Suponga que z = r(cos0 4- i sen 6). Describa geométricamente el efecto de 
multiplicar z por un número complejo de la forma z, = eos a + i sen a, cuando 
a > 0 y cuando a < 0. 

40. Suponga z = eos 6 + i sen 6. Si n es un entero, evalúe z n + z" y z n - z". 

41. Escriba una ecuación que relacione a arg(z) con arg(l/z), z ^ 0. 

42. ;Hay algún caso especial en el que Arg(ZjZg) = Arg(Zj) + Arg(z 2 )? Pruebe sus 
afirmaciones. 

43. ;Cómo están relacionados los números complejos z 1 y z 2 si arg(z,) = arg(z 2 )? 

44. Describa el conjunto de puntos z en el plano complejo que satisfacen que arg(z) 
= 7r/4. 
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45. La estudiante A establece que, aunque no puede encontrar esto en el libro, 
piensa que arg(z) = -arg(z). Por ejemplo, dice, si z = 1 4- i, entonces z = 1 

_ 7T 

- ¿, y arg(z) = 7t/4 y arg(z) = — — . El estudiante B no está de acuerdo, ya que 

siente que tiene un contraejemplo: Si z = i, entonces z = — i; podemos tomar 
arg(?j = 7 t/ 2 y arg(-j) = 37 t/ 2, y así arg(tj ^ -arg(-¿). Tome partido y defien- 
da su posición. 



46. Suponga que z v z 2 y ZjZ 2 son números complejos en el primer cuadrante y que 
los puntos z = 0, z = 1, Zj, z 2 , y ZjZ 2 están etiquetadas por O, A, B, C y D, respec- 
tivamente. Estudie la fórmula en (6) y después analice cómo están relacionados 
los triángulos OAB y OCD. 



47. Suponga que Zj = r^cos 0, + i sen y z 2 = r 2 (cos 0 2 + i sen 0 2 ). Si z, = Z 2 , en- 
tonces, ¿cómo están relacionados r } y r 2 ? ¿Cómo están relacionados y 0 2 ? 



48. Suponga que z, está en el primer cuadrante. Para cada Z 2 analice el cuadrante 
en el que se pudiera ubicar z^. 



(a) 22 = ^ + 
(c) Z2 = -i 




(b) 22 = ~ 
(d) 22 = -] 



49. (a) Para z 1, compruebe la identidad 

1 +2 + 2 2 +••• + z" 



1 - 2 B+ * 
1-2 ' 



(b) Utilice el inciso (a) y los resultados adecuados de esta sección para estable- 
cer que 

_ „ . 1 sen (n + ¿)0 

l + cos0 + co$20 + --- + cos nO = — + r- 2 — . 

2 2sen|0 



para 0 < 6 < 2tt. El resultado anterior se conoce como identidad de La- 
grange y es útil en la teoría de series de Fourier. 

50. Suponga que z Jt z 2 , z 3 y z 4 son cuatro números complejos distintos. Interprete 
geométricamente: 



ar g 




7 r 
2 * 



1 .4 Potencias y raíces 

Recuerde del álgebra que —2 y 2 se dice que son raíces cuadradas del número 4, ya que (*~2) 2 
= 4 y (2) 2 = 4. En otras palabras, las dos raíces cuadradas de 4 son soluciones distintas de 
la ecuación ur 2 = 4. De igual manera decimos que w — 3 es una raíz cúbica de 27 pues w 3 = 
3 3 = 27. Esta última ecuación nos indica de nuevo la dirección de las variables complejas, ya 
que cualquier número real tiene sólo una raíz cúbica real y dos raíces complejas. En general, 
decimos que un número w es una pésima raíz de un número complejo diferente de cero 
z si uf' = z, donde n es un entero positivo. Por ejemplo, le pedimos que compruebe que 
w\ = \y/2 + ^y/2 i y u >2 = — \y/2 — i son las dos raíces cuadradas del número complejo 
z = i, ya que w\ = i y wl = i . Vea el problema 39 en los ejercicios 1.1. 

Ahora demostraremos que existen exactamente n soluciones de la ecuación uf 1 = z. 



Raíces Suponga que z = r{cos 9 + i sen 0) y w = p (eos 0 + i sen <p) son formas 
polares de los números complejos zy ui. Entonces, usando (9) de la sección 1.3, 
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la ecuación w ri = z será 

p n (cos n(f> 4 i sen n<¡)) = r(cos tí + i sen tí). 
De (1) podemos concluir que 

p n = r 

y 

eos ruf) 4 i sen n<f> = eos tí 4 i sen tí. 



(1) 

( 2 ) 

(3) 



Vea el problema 47 en los ejercicios 1.3. 

De (2), definimos p = \fr es la única raíz n-ésima positiva del número 
positivo real r. De (3), la definición de la igualdad de dos números comple- 
jos implica que 

eos ncf> = eos tí y sen n<t> = sen tí . 

Estas igualdades, a su vez, indican que los argumentos tí y (f> están relaciona- 
dos por n<t> = tí 4 2far, donde k es un entero. Por lo que, 

0 4- 2kn 

<P= • 

n 

Como k toma los valores enteros sucesivos k = 0, 1 , 2, . . . , n — 1 obtenemos 
n raíces n-ésimas distintas de z; estas raíces tienen el mismo módulo pero 
argumentos diferentes. Observe que para k ^ n obtenemos las mismas raí- 
ces ya que el seno y coseno tienen periodos 27 t. Para ver por qué esto es así, 
suponga que k = n + m, donde m — 0, 1, 2,.... Entonces 



<t> = 



tí 4* 2 (n + m)7r _ 6 4- 2rmr 



sen </> = sen^ 



/ tí 4- 2m7r \ 






COS (p = eos 



4- 27 T 

tí 4- 2rrm \ 
n )' 



Resumimos este resultado. Las n raíces n-ésima de un número complejo z = 
r(cos tí 4- i sen tí) diferente de cero están dadas por 



XVk = eos 

donde k = 0, 1, 2, . . . , n - 1. 



tí +2 



4- i sen 



tí 4-2 kir 



(4) 



EJEMPLO 1 Raíces cúbicas de un número complejo 

Determine las tres raíces cúbicas de z = i. 



Solución Considere que estamos básicamente resolviendo la ecuación w 3 = i. 
Ahora con r= 1, tí = arg(¿) = 7r/2, una forma polar del número dado está 
dado por z = cos(7t/2) 4- i sen(7r/2). De (4), con n = 3, entonces obtenemos 




Por tanto, las tres raíces son 



k = 0 , 
k = 1 , 
k = 2, 



7 r 7T \/B , 1 . 

3^0 = COS - 4- I sen - = — 4- -i 
6 6 2 2 

57 r 57 t \/3 1 . 

= eos — 4 zsen — = + -i 

37T 37T 

iü 2 = eos — 4 i sen — = -i. 
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\ 4 =2 v y¡27 = 3 son la raíz cua- 
drada principal de 4 y la raíz cúbica 
principal de 27, respectivamente. 



y 




w 2 



- ^ra 1.4. 1 Tres raíces cúbicas de i 



y 

w \ 




«’3 



Figura 1.4.2 Cuatro raíces cúbicas de 1 4 * í 



Raíz thé sima principal En la página 15 indicamos que el símbolo arg(z) 
realmente se establece para un conjunto de argumentos para un número 
complejo z. Enunciando de otra manera, para un número complejo dado 
z± 0, arg(z) es infinitamente-valuada. De manera parecida, z l/v es rc-valuada; 
es decir, el símbolo z ]/n representa el conjunto de n raíces n-ésimas w k de z. 
La única raíz de un número complejo z (obtenido al usar el valor principal 
de arg(z) con k — 0) naturalmente se refiere como la n-ésima raíz princi- 
pal de w. En el ejemplo 1, ya que Arg(í) = 7r/2, vemos que w 0 = £\/3+ \i 
es la raíz cúbica principal de i. La elección de 9 = Arg(z) y k = Ó nos ga- 
rantiza que cuando zes un número positivo real r f la n-ésima raíz principal 

es y?. 

Ya que las raíces dadas en (4) tienen el mismo módulo, las n raíces 
n-ésimas de un número complejo diferente de cero z se encuentra en una 
circunferencia de radio tfr centrado en el origen en el plano complejo. 
Además, ya que la diferencia entre los argumentos de cualesquiera dos 
raíces sucesivas iu k y w k +1 es 27r/n, las n raíces n-ésimas de z están igualmente 
espaciadas en esta circunferencia, empezando con la raíz cuyo argumento 
es d/n. La figura 1.4.1 muestra las tres raíces cúbicas de i obtenidas en el 
ejemplo 1 espaciadas en intervalos angulares iguales de 27 t /3 en la circun- 
ferencia de un círculo unitario iniciando con la raíz w Q cuyo argumento 
es 7 t/6. 

Como muestra el siguiente ejemplo, las raíces de un número complejo 
no tienen que ser números “agradables” como en el ejemplo 1. 



EJEMPLO 2 Raíces cuartas de un número complejo 

Determine las cuatro raíces cuartas de z = 1 + i. 



Solución En este caso, r = y/ 2 y 0* = arg(z) = 7r/4. De (4) con n = 4, 
obtenemos 



w k 



= V2 




7r/4 + 2kn 
4 




7r/4 + 2 kir 



* = 0, 1, 2, 3. 



Con la ayuda de una calculadora determinamos 



k = 0, 
k = 1. 
k =2, 
k = 3, 



w o 



= Tt 



16 + ¿ sen 

wi = \/2 | eos ^ + i sen ^ 



u >2 = \/2 
u >3 = \/2 



17? r 17 tt 

COS l6 + lSen l6 

25~ 25 tt 

eos — + i sen 
16 Ib 



1. 0696 + 0.21 27í 
i -0.2127+ 1 .0696» 

» -1.0696-0.2127» 
=7 0.2127- 1.0696». 



Como se muestra en la figura 1.4.2, las cuatro raíces se encuentran en una 
circunferencia de radio r = y / 2 = 1.09 centrada en el origen y están espacia- 
das a iguales intervalos angulares de 27 t/ 4 = 7T/2 radianes, comenzando 
con la raíz cuyo argumento es 7 t/ 16. Ya que 8 = Arg(z) = 7 t/ 4, la cuarta raíz 
principal es w 0 . □ 
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Observaciones 



Comparación con el análisis real 



(i) Como una consecuencia de (4) , podemos decir que el sistema de nú- 
meros complejos es cerrado bajo la operación de extracción de raíces. 
Esto significa que para cualquier z en C, z 1/n está también en C. El 
sistema de números reales no tiene una propiedad de cerradura si- 
milar, ya que si x está en R, ¿ /n no está necesariamente en R. 

(it) Geométricamente, las n raíces n-ésimas de un número complejo z 
se pueden también interpretar como los vértices de un polígono re- 
gular con n lados que está inscrito dentro de un círculo de radio \[r 
centrado en el origen. Puede ver la viabilidad de este hecho al exa- 
minar de nuevo las figuras 1.4.1 y 1.4.2. Vea el problema 19 en los 
ejercicios 1.4. 

(iii) Cuando my n son enteros positivos con factores no comunes, enton- 
ces (4) nos permite definir una potencia racional de z, es decir, z m/n . 
Se puede demostrar que el conjunto de valores (z 1/n ) m es igual que el 
conjunto de valores (z m ) l/n . Este conjunto de n valores comunes está 
definido como z m/n . Vea los problemas 25 y 26 de los ejercicios 1.4. 



EJERCICIOS 1.4 Las respuestas a los problemas seleccionados con numeración impar ini- 
cian en la página RESP-2. 

En los problemas 1 a 14 use (4) para calcular todas las raíces. Obtenga la n-ésima 
raíz principal en cada caso. Ubique las raíces w 0 , w v ... , w n _ 1# en una circunferen- 
cia adecuada centrada en el origen. 



1. 


(8) 1/s 


2. 


(-D' /4 


3. 


(-9) 1/2 


4. 


(— 125) ,/s 


5. 


(¿)./2 


6. 


<-«)"» 


7. 


(-1 + i) ,/s 


8. 


(1 + »') 1/5 


9. 


(-i + \Zsí) 1/í 


10. 


(-1 - \/3 ¿) 1/4 


11. 


(3 + 4) 1/2 


12. 


(5 + 1 2*) 1/a 


13. 


( 16* Y /8 


14. 


/i + ,r 


\1 + *7 


V \/3 + i ) 


15. 


(a) Compruebe que (4 + Sí) 2 = 


7 + 24 1. 





(b) Use el inciso (a) para encontrar los dos valores de (7 + 24t) l/2 . 

16. Trabaje nuevamente el problema 15 usando (4). 

17. Determine todas las soluciones de la ecuación z 4 + 1 = 0. 

18. Use el hecho de que 8* = (2 + 2tj 2 para determinar todas las soluciones de la 
ecuación 

z 2 - 8z+ 16 = Si 

Las n raíces n-ésimas distintas de la unidad son soluciones de la ecuación w" = 1. 
Los problemas 19 al 24 tratan con las raíces de la unidad. 

19. (a) Demuestre que las raíces n-ésimas de la unidad están dadas por 

, 1xl/ n 2¿7 t . 2kv . a i o i 

(1) = eos + *sen , k — 0, 1 , 2, . . . , n — 1 . 

n n 




1.4 
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(b) Determine las raíces n-ésimas de la unidad para n = 3, n = 4yn = 5. 

(c) Con cuidado trace las raíces de la unidad encontradas en el inciso (b). 
Dibuje los polígonos regulares formados con las raíces como vértices. [Su- 
gerencia: Vea (ii) en las Observaciones]. 

20. Suponga que w es una raíz cúbica de la unidad correspondiente a k = 1. Vea el 
problema 19 (a). 

(a) ¿Cómo están relacionadas w y w L '} 

(b) Compruebe por cálculo directo que 

1 + w + u? = 0 . 

(c) Explique cómo el resultado del inciso (b) es consecuencia de la definición 
básica de que ií/es una raíz cúbica de 1, es decir, u? = 1. [Sugerencia: Factorice]. 

21. Para una n fija, si tomamos k = 1 en el problema 19(a), obtenemos la raíz 

27 t 2i T 

w n — eos h i sen — . 

n n 

Explique por qué las raíces n-ésimas de la unidad se pueden escribir como 

i. 

22. Considere la ecuación (z 4- 2)” + z n — 0, donde n es un entero positivo. Por 
cualquier medio, resuelva la ecuación para z cuando n— 1. Cuando n — 2. 

23. Considere la ecuación en el problema 22. 

(a) En el plano complejo, determine la posición de todas las soluciones z cuan- 
do n = 5. [Sugerencia: Escriba la ecuación en la forma [(z + 2)/(-z) 5 ] = 1 y 
use el inciso (a) del problema 19.] 

(b) Examine nuevamente las soluciones de la ecuación en el problema 22 para 
n — 1 y n = 2. Forme una suposición acerca de la posición de todas las solu- 
ciones de (z + 2) w 4* z" = 0. 

24. Para las raíces n-ésimas de la unidad dadas en el problema 21, demuestre que 

1 + w + wl + iol H — + o;”" 1 = 0. 

n n n n 

[Sugerencia: Multiplique la suma 1 + w n + w\ + w J + • • ■ + w £ _1 por w n - 1 .] 

Antes de trabajar con los problemas 25 y 26, lea (m) en las Observaciones. Si m y 
n son enteros positivos sin factores comunes, entonces los n valores de la potencia 
racional z m/n son 

Wk = Vr™ [eos — {6 + 2ki t) + ¿sen— (6 + 2¿7 t )1, (5) 

L n n J 

k = 0, 1, 2, ...» n — 1. Las w k son las n distintas soluciones de w n — z m . 

25. (a) Primero calcule el conjunto de valores ¿ 1/2 usando (4). Después calcule 
(¿ 1/2 ) 3 usando (9) de la sección 1.3. 

(b) Ahora calcule r\ Después calcule (¿ 3 ) 1/2 usando (4). Compare estos valores 
con los resultados del inciso (b). 

(c) Por último, calcule ¿ 5/2 usando la fórmula (5). 

26. Use (5) para encontrar todas las soluciones de la ecuación u? = (—1 + ¿) 5 . 



Enfocando los conceptos 



27. El vector dado en la figura 1.4.3 representa un valor de z 1/n . Usando sólo la 
figura y trigonometría, es decir, no utilice la fórmula (4), determine los valores 
restantes de z l/ ” cuando n = 3. Repita para n = 4y« = 5. 



n L A 



Figura 1 .4.3 Figura para el problema 27 
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y 




28. Suponga que n denota un entero no negativo. Determine los valores de n tal 
que z" = 1 tenga sólo soluciones reales. Defienda su respuesta con argumentos 
matemáticos. 



29. (a) Proceda como en el ejemplo 2 para encontrar los valores aproximados de 
las dos raíces cuadradas w 0 y w x de 1 + i. 

(b) Demuestre que los valores exactos de las raíces en el inciso (a) son 



w o = 



1 + V2 



4- i 



v/2-1 



U)\ = - 



1 + V2 . y/2-1 



30. Analice: ¿Cuál es el significado geométrico del resultado del problema 24? 

31. Analice: Un número real, ¿puede tener una n-ésima raíz compleja? ¿Puede un 
número complejo no real tener una w-ésima raíz real? 



32. Suponga que w está ubicada en el primer cuadrante y es una raíz cúbica de un 
número complejo z. ¿Puede existir una segunda raíz cúbica de z localizada en 
el primer cuadrante? Defienda su respuesta con argumentos matemáticos. 



33. Suponga que z es un número complejo que tiene una cuarta raíz w que no es real 
ni imaginaria pura. Explique por qué las cuartas raíces restantes no son reales ni 
imaginarias puras. 

34. Analice: Los vectores en la figura 1.4.4 representan las cuatro cuartas raíces de 
un número complejo z. ¿Puede determinar a partir de sólo esta figura cuál raíz 
es la cuarta raíz principal de z? 



Tareas del laboratorio de cómputo 



En los problemas 35-40, use un SAC* para encontrar primero z” = w para el nú- 
mero complejo dado y el valor indicado de n. Después, usando la salida y el mismo 
valor de n, determine si w x/n = (z f, ) 1/n = z. Si no, explique por qué no. 



35. 


z = 2.5 — i; n = 10 


36. 


z = ~0.5 + 0.3?; n 


37. 


z = 1 + 3i; n — 8 


38. 


z = 2 4- 2i; n = 12 


39. 


z = i; n — 21 


40. 


.Z = — 1 + y¡2>i\ n — 



1 .5 Conjuntos de puntos en el plano complejo 

En las secciones anteriores examinamos algunas nociones elementales de álgebra y geome- 
tría de los números complejos. Pero apenas hemos tocado la superficie del tema conocido 
como análisis complejo; el propósito principal de nuestro estudio está por venir. Nuestro 
objetivo en los capítulos que siguen es examinar las funciones de una sola variable compleja 
z = x + iy y los cálculos de estas funciones. 

Antes de introducir el concepto de una función en el capítulo 2, necesitamos establecer 
algunas definiciones esenciales y la terminología de conjuntos en el plano complejo. 




Iz-z 0 l = p 



Figura 1 .5. 1 Círculo de radio p 



Círculos Suponga z 0 = x 0 4- ¿y () . Puesto que |z-z 0 | = y/(x - x 0 ) 2 + ( y - yo) 2 
es la distancia entre los puntos z=x+¿yyz n = x 0 + iy () , los puntos z = x + 
iy que satisfacen la ecuación 

|z-zj = p. p > 0. (1) 

se encuentran en la circunferencia de un círculo de radio p centrado en el 
punto z 0 . Vea la figura 1.5.1. 



*A lo largo del libro usaremos la abreviatura SAC para “sistema asistido de cómputo”. 
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EJEMPLO 1 Dos círculos 

(a) |z| = 1 es la ecuación de una circunferencia de un círculo unitario centra- 
do en el origen. 

(b) Al rescribir | z — 1 + 3¿| = 5 como |z — (1 - 3t)| = 5, vemos de (1) que la 
ecuación describe la circunferencia de un círculo de radio 5 centrado en el 
punto z 0 = 1 — 3i. 



□ 



Discos y vecindades Los puntos z que satisfacen la desigualdad | z - z^ | 
^ p pueden estar ya sea sobre la circunferencia del círculo | z — zj = p o dentro 
del círculo. Decimos que el conjunto de puntos definido por z - z J < p es 
un disco de radio p centrado en z ü . Pero los puntos z que satisfacen la estricta 
desigualdad z - zj < p se encuentran dentro, y no sobre, la circunferen- 
cia de un círculo de radio p centrado en el punto z rr Este conjunto se llama 
una vecindad de z Q . A veces, necesitaremos usar una vecindad de z^ que tam- 
bién excluya a z 0 . Dicha vecindad está definida por la desigualdad simultánea 
0<|z-zj<pyse llama una vecindad excluyente de z 0 . Por ejemplo, \ z\ < 1 
define una vecindad del origen, mientras que 0 < |z| < 1 define una vecindad 
excluyente del origen; |z — 3 + 4z’| < 0.01 define una vecindad de 3 - 4¿, 
mientras que la desigualdad 0 < |z - 3 + 4¿| < 0.01 define una vecindad 
excluyente de 3 - 4 i. 




Figura 1.5.2 Conjunto abierto. 



Conjuntos abiertos Se dice que un punto z^ es un punto interior de 
un conjunto S del plano complejo si existe alguna vecindad de z^ que se en- 
cuentra completamente dentro de S. Si cada punto zde un conjunto Se s un 
punto interior, entonces se dice que S es un conjunto abierto. Vea la figura 
1.5.2. Por ejemplo, la desigualdad Re(z) > 1 define la mitad derecha del plano, 
que es un conjunto abierto. Todos los números complejos z = x + iy para 
los que x > 1 están en este conjunto. Si elegimos, por ejemplo, z 0 = 1.1 + 2í, 
entonces una vecindad de z 0 que se encuentra totalmente en el conjunto se 
define por |z — (1.1 + 2zj| < 0.05. Vea la figura 1.5.3. Por otra parte, el con- 
junto Sde puntos en el plano complejo definido por Re(z) > 1 no es abierto 
porque cada vecindad de un punto que se encuentra en la recta x = 1 debe 
contener puntos en S y no hay puntos en S. Vea la figura 1.5.4. 



Iz- (1.1 + 201 <0.05 





Figura 1 .5.3 Conjunto abierto con vista 
amplificada de un punto cerca de x = 1 



Figura 1.5.4 Conjunto Sno abierto 
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y 

X 



y 



X 



(a) Im(z) < 0; mitad inferior del plano 



(b) -1 < Re(z) < 1; banda vertical infinita 




(c) I z I >1; exterior del círculo unitario (d) 1 < I z I <2; interior del anillo circular 

Figura 1 .5.5 Cuatro ejemplos de conjuntos abiertos 



EJEMPLO 2 Algunos conjuntos abiertos 

La figura 1.5.5 muestra algunos conjuntos abiertos adicionales. □ 

Si cada vecindad de un punto z 0 de un conjunto S contiene al menos un 
punto de S y al menos un punto que no está en S, entonces se dice que z 0 es 
un punto frontera de S. Para el conjunto de puntos definido con Re(z) ^ 1, 
los puntos en la recta vertical x = 1 son puntos frontera. Los puntos que se 
encuentran en la circunferencia del círculo | z - ¿| = 2 son puntos frontera del 
disco | z - i\ ^ 2 así como para la vecindad | z - ¿| < 2 de z = i. La colección de 
puntos frontera de un conjunto S se llama la frontera de S. La circunferencia 
|z — i\ = 2 es la frontera tanto para el disco \ z — z| < 2 como para la vecin- 
dad | z — ¿| < 2 de z = i. Un punto z que no es un punto interior ni un punto 
frontera de un conjunto S se dice que es un punto exterior de S; en otras 
palabras, z 0 es un punto exterior de un conjunto S si existe alguna vecindad 
de z 0 que no contiene puntos de S. La figura 1.5.6 muestra un conjunto típico 
S con interior, frontera y exterior. 

Un conjunto abierto S puede ser tan simple como el plano complejo con 
un sólo punto z 0 excluido. La frontera de este “plano perforado” es z Q , y el único 
candidato para un punto exterior es z Q . Sin embargo, Sno tiene puntos exterio- 
res ya que ninguna vecindad de z Q puede estar libre de puntos del plano. 

Anillo El conjunto S { de puntos que satisfacen la desigualdad p x < \ z — zj 
se encuentra en el exterior del círculo de radio p, centrado en z^ mientras 
que el conjunto de puntos que satisfacen \ z - zj < p 2 se encuentran en el 
interior del círculo de radio p 2 centrado en z 0 . Por lo que, si 0 < p x < p v en- 
tonces el conjunto de puntos que satisfacen la desigualdad simultánea 

P\ < \ z ~ *ol < Pv ( 2 ) 

es la intersección de los conjuntos S x y Esta intersección es un anillo circu- 
lar abierto centrado en z () . La figura 1.5.5(d) muestra dicho anillo centrado 
en el origen. El conjunto definido por (2) se llama anillo circular abierto. Al 
permitir que p { = 0, obtenemos una vecindad excluyente de 



y 




Figura 1 .5.6 Interior, frontera y exterior del 
conjunto S 
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7 yira i. 5.7 Conjuntos conexos 



Dominio Si cualquier par de puntos Zj y ^ en un conjunto S se pue- 
de conectar con una recta poligonal que consiste de un número finito de 
segmentos de rectas unidas por los extremos encontrados totalmente en el 
conjunto, entonces se dice que el conjunto S es conexo. Vea la figura 1.5.7. 
Un conjunto conexo abierto se llama dominio. Todos los conjuntos abiertos 
de la figura 1.5.5 son conexos y cada uno es un dominio. El conjunto de nú- 
meros z que satisfacen Re(z) ^ 4 es un conjunto abierto pero no es conexo 
ya que no es posible unir puntos en cualquier lado de la recta vertical x = 4 
con una recta poligonal sin salir del conjunto (considere que los puntos en 
la recta x = 4 no están en el conjunto). Una vecindad de un punto Zq es un 
conjunto conexo. 



“Cerrado" no significa "no 
abierto" 




y 




Regiones Una región es un dominio del plano complejo con todos, 
alguno o ninguno de sus puntos frontera. Ya que un conjunto abierto no 
contiene ningún punto frontera, ésta es automáticamente una región. Una 
región que contiene todos los puntos frontera se dice que es cerrada. El 
disco definido por \z — zj ^ p es un ejemplo de una región cerrada y se le 
conoce como un disco cerrado. Una vecindad de un punto z^ definido por 
| z — zj < p es un conjunto abierto o una región abierta y se dice que es un 
disco abierto. Si el centro z Q es excluido de ya sea un disco cerrado o de 
un disco abierto, las regiones definidas por 0<|z— zj^po0<|z — zj<p 
se llaman discos perforados. Un disco perj orado abierto es lo mismo que una ve- 
cindad excluyente de z Q . Una región puede no ser abierta ni cerrada; la región 
anular definida por la desigualdad 1 < | z - 5 1 < 3 contiene sólo algunos de 
estos puntos frontera (los puntos que se encuentran en la circunferencia del 
círculo | z - 5 1 = 1 ) , y así ésta no es abierta ni cerrada. En (2) definimos una re- 
gión anular circular; en una interpretación más general, un anillo o región 
anular puede tener la apariencia que se muestra en la figura 1.5.8. 

Conjuntos acotados Finalmente, decimos que un conjunto 5 en el pla- 
no complejo está acotado si existe un número real R > 0 tal que | z| < R para 
cada z en 5. Es decir, S está acotado si se puede encerrar completamente 
dentro de cierta vecindad del origen. En la figura 1.5.9, el conjunto 5 que se 
muestra en color está acotado porque está completamente contenido den- 
tro de la vecindad circular con línea punteada del origen. Un conjunto es 
no acotado si no está acotado. Por ejemplo, el conjunto de la figura 1.5.5(d) 
es acotado, mientras que los conjuntos en las figuras 1.5. 5 (a), 1.5.5(b) y 
1.5.5(c) son no acotados. 



yjr» 1.5.9 El conjunto S está acotado ya 
- - : erta vecindad del origen encierra total- 

ramie ¿ S 



Observaciones 



Comparación con el análisis real 



En su estudio de las matemáticas indudablemente tuvo que enfrentarse con 
el concepto de infinito. Por ejemplo, en un curso de cálculo trató con lími- 
tes al infinito , donde examinó el comportamiento de las funciones cuando 
x aumentaba o disminuía sin cota. Puesto que tenemos dos direcciones 
en una recta numérica, es conveniente representar los conceptos de “au- 
mentando sin cota” y “disminuyendo sin cota” simbólicamente con x— > 
+ ooy x— ► — oo, respectivamente. A su vez éstos se pueden obtener sin la 
designación de ± oo al tratar con un “punto ideal” llamado punto al infi- 
nito, que se denota simplemente con oo. Para hacer esto, identificamos 
cualquier número real a con un punto (x 0 , y 0 ) en una circunferencia 
unitaria x 2 + f = 1 , trazando una línea recta desde el punto (a, 0) en 
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el eje xo recta horizontal al punto (0, 1) en la circunferencia. El punto 
(x 0 , y 0 ) es el punto de intersección de la recta con la circunferencia. Vea 
el problema 47 de los ejercicios 1.5. Debe quedar claro a partir de la 
figura 1.5. 10 (a) que está más distante del punto (a, 0) que del origen, 
más cerca de (x 0 , y 0 ) está (0, 1). El único punto en la circunferencia que 
no corresponde a un número real a es (0, 1). Para completar la corres- 
pondencia con todos los puntos en la circunferencia, identificamos a (0, 1) 
con oo. Al conjunto que consiste de los números reales R unidos con oo 
se le llama sistema de números reales extendido. 

En nuestro estudio el análogo de la recta numérica es el plano com- 
plejo. Recuerde que dado que C no está ordenado, las nociones de que 
z “aumente” o “disminuya” no tienen ningún significado. Sin embargo, 
si sabemos que aumenta el módulo \z\ de un número complejo z, el 
número se aleja del origen. Si permitimos que \ z\ no tenga cotas, por 
ejemplo, a lo largo de los ejes real e imaginario, no hay que distinguir 
entre “direcciones” de estos ejes con otras notaciones tales como z— » + 
oo, z — > —oo, z — » +¿ oo y z — ► — ¿oo. En análisis complejo, sólo se utiliza 
una única noción de oo, ya que podemos ampliar el sistema de números 
complejos C de una manera análoga a la que acabamos de describir 
para el sistema de números reales R. Sin embargo, esta vez asociamos 
un número complejo a un punto sobre una esfera unitaria llamada es- 
fera de Riemann. Trazando una recta del número z = a 4- ib , que se 
escribe como (a> b , 0), en el plano complejo al polo norte (0, 0, 1) de la 
esfera, x 2 -I- y 2 + u 2 = 1, se determina un punto único, (x 0 , y Q) u 0 ) sobre 
una esfera unitaria. Como se puede visualizar de la figura 1.5.10(b), un 
número complejo con un módulo muy grande está muy lejos del origen 
(0, 0, 0) y, en consecuencia, el punto (x 0 , y () , u Q ) está cerca de (0, 0, 1). De 
esta manera se identifica cada número complejo con un único punto 
sobre la esfera. Vea los problemas 48-50 de los ejercicios 1.5. Debido a 
que al punto (0, 0, 1) no le corresponde ningún número z en el plano, 
le corresponde oo. Por supuesto el sistema que consiste de C unido con 
el “punto ideal” oo se llama sistema de números complejos extendido. 

A esta manera de corresponder o mapear a los números complejos 
con una esfera, excluyendo al polo-norte (0, 0, 1), se le llama proyec- 
ción estereográfica. 

Para un número finito z, tenemos z + oo = oo + z = oo, y para z± 0, 
z • oo = oo • z = oo. Por otra parte, para z ^ 0 escribimos z/0 = oo y para 
z ^ oo, z/oo = 0. A expresiones como oo — oo, oo/oo, oo° y 1°° no se les 
puede dar una definición significativa y se les llama indeterminadas. 
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EJERCICIOS 1.5 Las respuestas a los problemas seleccionados con numeración impar ini- 
cian en la página RESP-3. 



En los problemas 1 a 12, trace la gráfica de la ecuación dada en el plano complejo. 
1. |z-4 + 3i| = 5 2. |z + 2 + 2¿| = 2 

3. |z + 3*j = 2 4. 1 2z — 1 1 = 4 

5. Re(z) =5 6. Im(z) = -2 

7. Im(z + 3?) =6 8. Im(z - 0 = Re(z + 4 — Si) 

9. |Re(l + iz) | = 3 10. z 2 + z 2 = 2 

11. Re(z 2 ) = 1 12 arg(z) = tt/4 



En los problemas 13 a 24 bosqueje el conjunto 5 de puntos en el plano complejo que 
satisfacen la desigualdad dada. Determine si el conjunto es (a) abierto, (b) cerrado, 
(c) un dominio, (d) acotado o (e) conexo. 



13. Re(z) < -1 

15. lm(z) > 3 

17. 2 < Re(z - 1) < 4 

19. Re(z 2 ) > 0 

21. | z- í|> 1 

23. 1 slz- 1 - ¿I <2 



14. |Re(z)|>2 
16. Re((2 + i)z+ 1) >0 
18. -1 £ Im(z) < 4 
20. lm(z) < Re(z) 

22. 2 < | z — í | < 3 
24 2s|z-3 + 4¿|<5 



25. Dé los puntos frontera de los conjuntos en los problemas 13 a 24. 

26. Considere el conjunto S que consiste del plano complejo con el círculo de circun- 
ferencia |z| = 5 excluido. Dé los puntos frontera de S. ¿Es S conexo? 



En los problemas 27 y 28 bosqueje el conjunto de puntos en el plano complejo que 
satisfacen la desigualdad dada. 

27. 0 ^ arg(z) ^ 7t/6 28. - ir < arg(z) < 7t/2 

En los problemas 29 y 30 describa el conjunto sombreado de la figura dada usando 
arg(z) y una desigualdad. 

29. 30. 




Figura 1.5. 1 1 Figura para el problema 29 l ' 512 Fi R ura P ara el problema 30 



En los problemas 31 y 32 resuelva el par dado de ecuaciones simultáneas. 
31. |a:| = 2, |z-2| = 2 32. |z — t| = 5, arg(z) = tt/4 
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Enfocando los conceptos 



33. En la página 28 establecimos que si p, > 0, entonces el conjunto de puntos 
que satisfacen p x < \ z — zj es el exterior del círculo de radio p x centrado en z 0 . 
En general, describa el conjunto si p x = 0. En particular, describa el conjunto 
definido por \z + 2 - 5¿| > 0. 

34. (a) ¿Cuáles son los puntos frontera de una vecindad excluyente de z 0 ? 

(b) ¿Cuáles son los puntos frontera del plano complejo? 

(c) Dé varios ejemplos, no incluya el dado en la página 29, de un conjunto S en 
el plano complejo que ni es abierto ni cerrado. 

35. Use notación compleja y desigualdades en los incisos (a) y (b). 

(a) Haga una lista de cinco conjuntos en el plano complejo que sean conexos. 

(b) Haga una lista de cinco conjuntos en el plano complejo que no sean 
conexos. 

36. Considere el disco centrado en z Q definido con lz — z Q l < p. Demuestre que este 
conjunto está acotado encontrando una R > 0, por lo que todos los puntos z en 
el disco satisfacen que |z| < R. [Sugerencia: Vea el análisis de desigualdades de 
la sección 1.2]. 

37. Suponga que z 0 y z x son puntos distintos. Usando sólo el concepto de distancia, 
describa con palabras el conjunto de puntos z en el plano complejo que satisfa- 
cen que | z z 0 1 = | z - zj. 

38. Usando sólo el concepto de distancia, describa con palabras el conjunto de 
puntos z en el plano complejo que satisface \ z - í| 4- | z + i\ = 1. 

En los problemas 39 y 40 describa el conjunto sombreado en la figura dada llenando 
los dos espacios en blanco usando notación de conjuntos 

{ z: y/o } 

usando notación compleja para ecuaciones o desigualdades y una de las palabras y u o. 




41. Considere el conjunto S de puntos en el plano complejo definido por {i/n}, n = 
1, 2, 3, . . . Analice cuál de los siguientes términos se aplica a S: frontera, abierto, 
cerrado, conexo, acotado. 

42. Considere un conjunto finito S de números complejos (Zj, z 2 , z v ... , z n (. Analice 
si 5 está necesariamente acotado. Defienda su respuesta con argumentos mate- 
máticos. 

43. Se dice que un conjunto Ses convexo si cada par de puntos P y Qen S se puede 
unir mediante un segmento de recta PQ tal que cada punto del segmento 
de recta también se encuentre en S. 
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Determine cuál de los conjuntos 5 en el plano complejo definido por las condicio- 
nes siguientes son convexos. 

(a) |z — 2 + í| < 3 (b)l<|*|<2 

(c)x>2,j'S-l W.'VC* 2 

(e) Re(z) < 5 (f) Re(z) * 0 

44. Analice: ¿Es un conjunto convexo, definido en el problema 43, necesariamente 
conexo? 

45. Analice y decida si el conjunto vacío 0 es un conjunto abierto. 

46. Suponga que S l y S 2 son conjuntos abiertos en el plano complejo. 

(a) Analice: ¿es la unión S, U S 2 un conjunto abierto? Si piensa que el enun- 
ciado es cierto, intente demostrarlo. Si piensa que el enunciado es falso, 
encuentre un contraejemplo. 

(b) Repita el inciso (a) para la intersección O S 2 . 

Antes de responder los problemas 47 a 50, lea nuevamente las observaciones del 
final de esta sección. 

47. Determine el punto (x 0 , y 0 ) en la circunferencia unitaria que corresponde a 

cada uno de los números reales: -■£, -3, 1, 10. Vea la figura 1.5.10(a). 

48. Determine un punto (* 0 , y 0 , w 0 ) en la esfera unitaria que corresponde al núme- 
ro complejo 2 + 5 i. Vea la figura 1.5.10(b). 

49. Describa el conjunto de puntos en la esfera unitaria que corresponde a cada 
uno de los siguientes conjuntos en el plano complejo. 

(a) Los números en la circunferencia unitaria |z| = 1 

(b) Los números dentro del disco abierto | z| < 1 

(c) Los números exteriores al círculo unitario, que son, |z| > 1 

50. Exprese las coordenadas del punto (x 0 , y 0 , u 0 ) en la esfera unitaria de la figura 

1.5.10(b) en términos de las coordenadas del punto ( a , 0) en el plano comple- 

jo. Use estas fórmulas para comprobar su respuesta al problema 48. [Sugerencia: 
Primero demuestre que todos los puntos en la recta que contiene a (0, 0, 1) y (a, 
b , 0) son de la forma (ta, tb, 1 — /).] 

1.6 Aplicaciones 

En esta sección vamos a examinar algunas de las aplicaciones simples de los números com- 
plejos. Se supondrá en el análisis que el lector tiene cierta familiaridad con métodos elemen- 
tales de la solución de ecuaciones diferenciales ordinarias. 

En la sección 1.4 vimos cómo determinar las raíces de números complejos. Con esta base 
ahora estamos en condiciones de examinar la forma de resolver una ecuación cuadrática con 
coeficientes complejos usando la versión compleja de la fórmula cuadrática. Después examina- 
mos cómo se utilizan los números complejos y la exponencial compleja en ecuaciones diferen- 
ciales. Este último análisis nos conduce a la fórmula de Euler y a una nueva manera compacta 
de escribir de nuevo la forma polar de un número complejo. Por último, exploramos algunas 
formas de utilizar los números complejos en la ingeniería eléctrica. 

Algebra Probablemente encontró por primera vez a los números comple- 
jos en un curso de álgebra donde aprendió que las raíces de las ecuaciones 
polinomiales pueden ser tanto complejas como reales. Por ejemplo, cual- 
quier ecuación polinomial de segundo grado, o cuadrática, se puede resol- 
ver completando el cuadrado. En el caso general, axr + bx 4- c = 0, donde 
los coeficientes a # 0, b y c son reales, al completar el cuadrado en x se ob- 
tiene la fórmula cuadrática: 

-b± yjb 2 - 4 ac 



x - 



2 a 



( 1 ) 
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Nota: Las raíces z ] y 2 „ son conju- 
gadas. Vea el problema 2(3 en los 
ejercicios 1.6. 



Cuando el discriminante b 2 — 4 ac es negativo, las raíces de la ecuación son 
complejas. Por ejemplo, por (1) las dos raíces de x 2 - 2x + 10 = 0 son 

-(-2)± V(-2)*-4(l)(10)_ 2±v/=36 

2(1) 2 U 

En los cursos elementales la unidad imaginaria i se escribe i = \f—í y se 
hace la supo sición de que las leyes de exponentes valen para un número tal 
como \/-36, que se puede escribir como >/-36 = \/36 >/— T = 6z. Denote- 
mos las dos raíces complejas en (2) como = 1 + 3¿y z 2 — 1 — 3i 

Fórmula cuadrática La fórmula cuadrática es perfectamente válida cuan- 
do los coeficientes a ¥=■ 0, by cde una ecuación polinomial cuadrática az 1 + bz 
+ c — 0 son números complejos. Aunque la fórmula se puede obtener exacta- 
mente de la misma forma que (1), elegimos escribir el resultado como 

-b+ (ir - 4ac) ln 



Observe que el numerador de la parte derecha de (3) se ve un poco diferen- 
te al tradicional — b± V b 2 — 4 ac dado en (1). Considere que cuando b 2 — 
4 ac 7*— 0, el símbolo ( b 2 - 4 ac) l/2 representa el conjunto de dos raíces cua- 
dradas de los números complejos b 2 - 4 ac. Por lo que con (3) se obtienen 
dos soluciones complejas. A partir de aquí nos reserv amos el uso del símbolo 
Interpreta* ion de yj tu este libro ^ V~ para números reales donde y/a denota la raíz positiva del número real 

a ^ 0. El siguiente ejemplo muestra el uso de (3). 



EJEMPLO 1 Uso de la fórmula cuadrática 

Resuelva la ecuación cuadrática z 2 + (1 - i)z - 3 i = 0. 



Nota: l ^s raíces i, y s* no son con- 
jugadas. Vea el problema 26 en los 
ejercicios 1.6. 



Solución De (3), con a = 1, 6 = 1 — iy c== —3 i, tenemos 

— 7^ 2 — 4f— 3*^1*/ 2 1 ■ 



_ -(1 - o + [(1 — O 2 — 4(— 3»)] a 
2 



= 2 [-l + * + (10i) 1/2 ]. 



(4) 



Para calcular (10/) 1/2 usamos (4) de la sección 1.4 con r = V 10 , 6 = rr/2 y 
n = 2. Las dos raíces cuadradas de 10¿ son: 



u>o = n/ 10 (eos ^ + ísen0 = \/Í0 ^ 4= 4- = Vb + y/b i 



y 

Por tanto, (4) da dos valores: 





-1 + 2 + 



(\/5 + v/Éh^j 



y 



¿2 



^ ^-1 + i + ^-v/5 - v/5z^ j. 



Estas soluciones de la ecuación original, escritas en la forma z = a 4- ib, son 

^ (>/5- l) +1 (\/5 + l)i y z-i = -1 (\/5 + l) - 1 (y/Z- l)¿. 

□ 
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Factorización de un polinomio cuadrático Para encontrar todas las 
raíces de una ecuación polinomial podemos factorizar el polinomio comple- 
to. Este enunciado es corolario de un importante teorema que se demostrará 
en la sección 5.5. Por el momento, observe que si z l y z t¿ son las raíces definidas 
por (3), entonces, un polinomio cuadrático ar 4- bz + ese factoriza como 

az ¿ + bz+ a(z - Zj)(z - zj. (5) 

Por ejemplo, ya hemos usado (2) para demostrar que la ecuación cuadrática 
x 2 — 2x + 10 = 0 tiene raíces Zj = 1 4- 3¿y z 2 = 1 — 3 i. Con a — 1, (5) nos 
permite factorizar al polinomio x 2 — 2x + 10 usando números complejos: 

x 2 - 2x + 10 = [x - (1 + 3 i)][x - (1 - 3í)] = (x - 1 - 30 (x - 1 + 30- 

Similarmente, la factorización del polinomio cuadrático z 2 + (1 — i)z — 3i 
en el ejemplo 1 es 



z 2 +( 1 -02-3* = 



- i(V / 5-l)-^(v^+ 1)¿ z+ |(^/5+l)+|(V5-l)« 



Debido a que un primer curso de cálculo trata principalmente con cantida- 
des reales, probablemente no rio ningún número complejo hasta que tomó 
un curso de ecuaciones diferenciales o de ingeniería eléctrica. 



Ecuaciones diferenciales El primer paso para resolver una ecuación 
diferencial lineal de segundo orden ay” 4- by' + cy = f(x) con coeficientes 
reales a, b y res resolver la ecuación homogénea asociada ay" + by' + cy = 0. 
La última ecuación tiene soluciones de la forma y = é mx . Para ver esto, susti- 
tuimos y = ¿ nx , y' = rne mx y y" — m 2 ¿ nx en ay" + by' + cy = 0: 

ay" + by' 4- cy = amre /nx 4* bme mx 4- ce" 1 * = e mx ( awr + bm + c) = 0. 

De e mx ( am 2 4- bm 4- c) — 0, vemos que y = €^ x es una solución de la ecuación 
homogénea siempre que m sea la raíz de la ecuación polinomial am 2 4- bm 4- 
c = 0. La última ecuación cuadrática se conoce como ecuación auxiliar. Aho- 
ra, cuando los coeficientes de una ecuación polinomial son reales , la ecua- 
ción puede no tener sólo una raíz compleja; es decir, las raíces complejas 
deben presentarse siempre en pares conjugados. Por lo que, si la ecuación 
auxiliar tiene raíces complejas a 4- í/3, a - í/3, ¡3 > 0, entonces las dos so- 
luciones de ay ” 4* by’+ cy = 0 son funciones exponenciales complejas y = 
¿<*+i 0 )xyy = g(a—i$)X' p ara obtener soluciones reales de la ecuación diferencial 
usamos la fórmula de Euler 



e* e = eos 6 4* i sen (6) 

donde 6 es real. Con d sustituida, a su vez, por /3 y -/3, usamos (6) para 
escribir 



e (a+tp)x — e a * e i & x = e ax (cosf3x 4- i sen fix) y e (a ,p)x — e ax e x — e ax (cos ¡3x — i sen /3x). (7) 

Ahora, puesto que la ecuación diferencial es homogénea, las combinaciones 
lineales 



>i"2 



e (a+ i0)x _|_ e (a-ip)x 



i r 



y >2 = 2; 



g (a+ <0)x _ g (a-iP)x 






1 p<ol c:aca Central 



36 



Capítulo 1 Números complejos y el plano complejo 



son también soluciones. Pero por (7), las dos expresiones anteriores son 
funciones reales 



yi = eos (3x y y 2 — e ax sen f3x. (8) 



EJEMPLO 2 Solución de una ecuación diferencial 

Resuelva la ecuación diferencial y " + 2/ 4 - 2)' = 0. 

Solución Aplicamos la fórmula cuadrática a la ecuación auxiliar m 2 + 2m 4 - 2 
= 0 y obtenemos las raíces complejas m ] = - 1 + i y m 2 = m i = — 1 — i. Con 
las identificaciones a = — 1 y ¡3 = 1,1a ecuación (8) nos da dos soluciones 

y, = e~ x eos .v y y 2 = e~ x sen x. □ 

Puede que recuerde que la así llamada solución general de una ecua- 
ción diferencial homogénea de orden n consiste de una combinación lineal 
de n soluciones linealmente independientes. Por lo que en el ejemplo 2, la 
solución general de la ecuación diferencial de segundo orden dada es y x = 
c } y 1 + c 2 y 2 = c 1 e~ x cos x + c 2 e~ x sen x, donde c x y c 2 son constantes arbitrarias. 

Forma exponencial de un número complejo Nos apresuramos a 
indicar que los resultados dados en (6) y (7) fueron suposiciones, ya que la 
función exponencial compleja aún no había sido definida. Como un breve 
anücipo del material de las secciones 2. 1 y 4. 1 , la exponencial compleja e z es 
el número complejo definido por 

e z = = e x (cos y 4 - i sen y). (9) 

Aunque la prueba se pospone hasta la sección 4.1, (9) se puede utilizar para 
demostrar que la conocida ley de los exponentes es válida para los números 
complejos z l y 



e z \ = £*i +z 2. (10) 

porque de (10), los resultados en (7) son válidos. Además, observe que la 
fórmula de Euler (4) es un caso especial de (9) cuando z es un número 
imaginario puro, es decir, con x = 0 y y sustituido por 6 . La fórmula de 
Euler proporciona una notación conveniente para los varios conceptos que 
se consideran al principio de este capítulo. La forma polar de un número 
complejo z, z = r(cos 6 4 - i sen 6) , ahora se puede escribir más compacta 

z = re ,e . (11) 

Esta forma conveniente se llama forma exponencial de un número comple- 
jo z. Por Ejemplo, i = e ni/ 2 y 1+ i = v^e 71 ^ 4 . Además, la fórmula para las raíces 
tt-ésimas de un número complejo, (4) de la sección 1.4, se convierte en 

z l/n = y¡/re i(e + 2kn)/n ,k = 0, 1,2, ... ,n - 1. (12) 

Ingeniería Eléctrica En la aplicación de las matemáticas a situaciones fí- 
sicas, los matemáticos y los ingenieros suelen enfocar el problema con formas 
completamente diferentes. Por ejemplo, considere el problema de encontrar la 
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corriente de estado estable i p (t ) en un circuito en serie LRCe n el que la car- 
ga q(t) del capacitor al tiempo t > 0 se describe con la ecuación diferencial 



d 2 q 

'di* 



dt 



1 

+ — í = Eosenyt 



(13) 



donde las constantes positivas L, R y Cson, a su vez, la inductancia, la resisten- 
cia y la capacitancia. Ahora, para determinar la corriente de estado estable 
L(í)> primero determinamos la carga de estado estable en el condensador 
determinando una solución particular q (t) de (13). Procediendo como lo 
haríamos en un curso de ecuaciones diferenciales, vamos a utilizar el méto- 
do de coeficientes indeterminados para encontrar q p {t). Esto implica supo- 
ner una solución particular de la forma q p (t) = A sen yt 4- B eos yt, sustitu- 
yendo esta expresión en la ecuación diferencial, simplificando, igualando 
los coeficientes y despejando los coeficientes desconocidos A y B. Se deja 
como ejercicio demostrar que A = £ 0 X/(-yZ 2 ) y B = £ () £/(-yZ 2 ), cuando 
las cantidades 



X = Ly - l/Cy y Z = >/X 2 + fl 2 (14) 

son llamadas, respectivamente, impedancia y reactancia del circuito. Así, la 
solución de estado estable de la carga en el circuito es 



q P U) =- 



E 0 X 
yZ 2 



sen y t — 



E„R 

w cmy 



De esta solución y i p (t) = q p (t) obtenemos la corriente de estado estable: 




(R X 

I — sen yt - — eos yt 



(15) 



Los ingenieros eléctricos suelen resolver problemas de circuitos de este tipo 
usando análisis complejo. Primero que todo, para evitar confusión con la 
corriente ¿, un ingeniero eléctrico denotará a la unidad imaginaria i con el 
símbolo j , en otras palabras,/ 2 = ^1. Puesto que la corriente i se relaciona 
con la carga <7 con i = dq/dt } la ecuación diferencial (13) es igual a 

di 1 

L— +Ri + -q = £ 0 seny¿. (16) 



.Ahora, en vista de la fórmula de Euler (6), si 6 se sustituye por el símbolo y, 
entonces el voltaje impreso E t) sen yt es igual a Im(£ 0 ^^). Debido a esta 
última forma, el método de los coeficientes indeterminados sugiere que in- 
tentemos una solución de (16) en forma de un múltiplo constante de una 
exponencial compleja, es decir, i p (t) = Im (Ae jyí ). Sustituimos esta última ex- 
presión en la ecuación (16), suponiendo que la exponencial compleja satisfa- 
ce las reglas de derivación “habituales”, utilizando el hecho de que la carga 
qes una antiderivada de la corriente e igualando los coeficientes de e jyt . El 
resultado es ( jLy + R + 1/ jCy)A = £ 0 , y de éste obtenemos 



A = 



£0 









E o 

R 4 -jX ’ 



(17) 



donde Xes la reactancia dada en (14). El denominador de la última expre- 
sión , Z f = R 4* j(Ly — 1 / Cy ) = R 4- jX> se llama impedancia compleja del circuito . 
Como el módulo de la impedancia compleja es i Z f | = \¡R 2 4- ( Ly — 1 /Cy) 2 » 
vemos de (14) que la impedancia Z y la impedancia compleja Z r están 
relacionadas por Z = | Zj. 
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Ahora de la forma exponencial de un número complejo dada en (11), 
podemos escribir la impedancia compleja como 



Z f = \z\e? = Ze> e , donde 



tan 6 = 



Ly ~<* 

R 



Por lo que (17) se convierte en A = E 0 /Z c = E 0 /(Ze y así la corriente de 
estado estable está dada por 

i t { O = Im0^'>V t, Y (18) 

Se le recomienda comprobar que la expresión en (18) es la misma que la 
dada en (15). 

El problema de encontrar la corriente de estado estable en un circuito 
en serie LRC descrito por la ecuación diferencial 

L— +Ri + — q=E 0 eos yt (19) 

dt C 

se puede resolver de una manera similar. En este caso, el voltaje E 0 eos yt 
sugiere que intentemos una solución de la forma i p { t) = Re(A^ y ')- Con el 
mismo análisis que el anterior, obtenemos la solución de (19) dada por 

.,(/) = Re 0^'V‘Y (20) 



Observaciones 



Comparación con el análisis real 



Hemos visto en esta sección que si es una raíz compleja de una ecua- 
ción polinomial, entonces z 2 = zj es otra raíz siempre que todos los 
coeficientes del polinomio sean reales, pero z x no es necesariamente 
una raíz de la ecuación cuando al menos uno de los coeficientes no 
es real. En este último caso, podemos obtener otro factor del polinomio 
al dividir éste entre z - z¡. Observe que la división sintética es válida en 
el análisis complejo. Vea los problemas 27 y 28 de los ejercicios 1.6. 



EJERCICIOS 1.6 Las respuestas a los problemas seleccionados con numeración impar ini- 
cian en la página RESP-5. 

En los problemas 1 a 6 resuelva la ecuación cuadrática dada usando la fórmula 
cuadrática (3). Después, utilice (5) para factorizar el polinomio. 

1. z 2 +tz- 2 = 0 2. iz 2 — z + i = 0 

3. z 2 - (1 + i) z + 6 - 17* = 0 4. z 2 - (1 + 9í)z - 20 + 5t = 0 

5. z 2 + 2z - v/3« = 0 

6. 3z 2 + (2 - 3 i)z — 1 — 3/ = 0 [Sugerencia: Vea el problema 15 de los ejercicios 1.4.]. 

En los problemas 7 a 12 exprese el número complejo dado en forma exponencial 
z = re 16 . 



-10 


8. 


— 27 TÍ 
2 


-4 - 4 i 


10. 


l + ¿ 


(3 - i) 2 


12. 


(1 + i)’ 
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En los problemas 13 a 16 determine soluciones de la ecuación diferencial homo 
génea dada. 

13. f - 4 / + 13y = 0 14. 3/ + 2/ + y = 0 

15. y" + / + y — 0 16. y" + 2 y’ + 4y = 0 



En los problemas 17 a 20 determine la carga de estado estable q p (t) y la corriente de 
estado estable i p {t) para el circuito LRCe n serie descrito por la ecuación diferencial 
dada. Determine la impedancia compleja y la impedancia del circuito. Use el méto- 
do complejo analizado en las páginas 37 y 38. 

17. ^ + 6i + 25 j = 10cos5/ 18. — 4* 6i + 25q = 10 sen bt 

dt Y dt 7 

19. — + i + 2q = 100 sen¿ 20. — + i + 2q = lOOcos/ 

dt dt 



Enfocando los conceptos 



21. Analice cómo se puede usar la forma (3) para determinar las cuatro raíces de 
z 4 - 2z 2 + 1 — 2i = 0. Lleve a cabo sus ideas. 

22. Si z, es la raíz de una ecuación polinomial con coeficientes reales , entonces su 
conjugado z, ¿ = zj es también una raíz. Demuestre este resultado en el caso de 
una ecuación cuadrática az 2 + bz + c = 0, donde a # 0, b y c son reales. Comien- 
ce con las propiedades de los conjugados dadas en (1) y (2) de la sección 1.1. 

En los problemas 23 y 24 use el problema 22 y (5) de esta sección para factorizar el 

polinomio cuadrático dado si el número complejo indicado es una raíz. 

23. 4z 2 +12z +34 = 0; 2 i =- § + § ¿ 

24. 5z 2 — 2z + 4 = 0; zi = \ i 

5 D 

25. (a) Determine una ecuación polinomial cuadrática para la que 2 — i es una raíz, 
(b) ;Es su respuesta al inciso (a) única? Justifique su respuesta. 

26. Si Zj es una raíz de una ecuación cuadrática con coeficiente principal 1 y al 
menos un coeficiente no real , entonces z x noe s una raíz. Demuestre este resultado 
en el caso de una ecuación cuadrática z 2 + bz 4- c = 0, donde al menos uno de 
b o res un número complejo distinto de cero. 



En los problemas 27 y 28 factorice el polinomio cuadrático dado si el número com- 
plejo indicado es una raíz. [ Sugerencia : Considere división larga o división sintética]. 

27. 3/z 2 + (9 - 16t)z - 17 - í; z, = 5 + 2 i 

28. 4z 2 + (-13 + 18t)z - 5 - 10¿; z, = 3 - 4¿ 



En los problemas 29 y 30 establezca la viabilidad de la fórmula de Euler (6) en las 
dos formas que se especifican. 

29. La serie de Maclaurin e x — Y — x tl = 1 4- x + ~ x ¿ + — x 5 + ••• se sabe que 

^ n=0 n! 21 3 ! ^ 

converge para los valores de x. Tomando la última expresión a su valor nomi- 
nal, sustituya x = id, 6 real, en la serie y simplifique las potencias de i n . Vea qué 
resultados obtiene cuando se separa la serie en las partes real e imaginaria. 



30. (a) Compruebe que y, = eos 6 y y 2 = sen 6 satisfacen la ecuación diferencial 

homogénea lineal de segundo orden — - +y = 0. Dado que el conjunto de 

dS~ 

soluciones consistentes de y x y y 2 es linealmente independiente, la solución 
general de la ecuación diferencial es y = c { eos 6 + c l¿ sen 6. 



(b) Compruebe que y - e ,e , donde i es la unidad imaginaria y 6 es una variable 
real, también satisface la ecuación diferencial dada en el inciso (a). 
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(c) Dado que y = e' e es una solución de la ecuación diferencial, se debe obte- 
ner de la solución general dada en el inciso (a); en otras palabras, deben 
existir coeficientes específicos c¡ y c í¿ tales que e td = c l eos 6 + c 2 sen 6. Com- 
pruebe de y = e i$ que y( 0) = 1 y /(O) = i. Utilice estas dos condiciones para 
determinar c { y c 2 . 

31. Determine una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden para 
la que y — e~ bx eos 2x es una solución. 

32. (a) Derivando la ecuación (13) respecto a /, demuestre que la corriente en el 

circuito en serie LRC está descrito por 

_ d 2 i di 1 . _ 

L d¿ +R It + c t = Euycosyt - 



(b) Utilice el método de coeficientes indeterminados para encontrar una solu- 
ción particular i fi (t) = Ae yy ‘ de la ecuación diferencial 



fi 
' dt' ¡ 



'«i*?-*'-’*'- 



(c) ¿Cómo puede el resultado de (b) utilizarse para determinar una solución 
particular i^t) de la ecuación diferencial del inciso (a). Lleve a cabo sus 
ideas y compruebe que i p (t) es la misma que (15). 



Tareas del laboratorio de cómputo 



En los problemas 33 a 36 utilice un SAC (sistema asistido de cómputo) como ayuda 
en la factorización del polinomio cuadrático dado. 

33. z 2 - 3¿z - 2 34. z 2 - y/lz - i 

35. tz 2 - (2 + 3*)z + 1 + 5i 36. (3 + i)z* +(1 + 7i)z - 10 

En los problemas 37 y 38 utilice un SAC para resolver la ecuación polinomial dada. 
En Mathematica la instrucción Solve determinará todas las raíces de ecuaciones po- 
linomiales hasta de grado cuatro por medio de una fórmula. 

37. z 3 - 4z 2 4 - 10 = 0 38. z 4 4- 4íz 2 4- 10Í = 0 

En los problemas 39 y 40 utilice un SAC para resolver la ecuación polinomial dada. 
La instrucción NSolve en Mathematica aproximará todas las raíces de las ecuaciones 
polinomiales de grado cinco o más alto. 

39. z 5 - z - 12 = 0 40. z 6 - z 4 4 * 3íz 3 -1=0 



Proyectos 



41. Fórmula cúbica En este provecto se le pide investigar la solución de una ecuación 
polinomial cúbica por medio de una fórmula usando radicales, que es una combi- 
nación de raíces cuadradas y cúbicas de expresiones que involucren coeficientes. 

(a) Para resolver una ecuación cúbica general z 3 4- az 2 4- bz 4* c = 0 es suficien- 
te resolver una ecuación cúbica deprimida r 3 = mx 4 n ya que la ecuación 
cúbica general se puede reducir a este caso especial eliminando el térmi- 
no az 2 . Compruebe esto sustituyendo z = x — a / 3 e identifique m y n. 

(b) Utilice el procedimiento descrito en el inciso (a) para determinar la ecua- 
ción cúbica reducida para z 3 + 3z 2 - 3z - 9 = 0. 



(c) Una solución de x 3 = mx 4- n está dada por 
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e- 

?n 

n- 

a 



el 



>n 

is 



la 



a. 

es 



>n 



>i- 



in 

ií- 



Use esta fórmula para resolver la ecuación cúbica reducida del inciso (b). 

(d) Trace la gráfica del polinomio z 3 + 3z 2 - 3z - 9 y el polinomio de la ecua- 
ción cúbica reducida del inciso (b), y después estime las intersecciones con 
el eje x de los gráficas. 

(e) Compare los resultados obtenidos a partir del inciso (d) con las solucio- 
nes del inciso (c). Resuelva cualquier diferencia aparente. Encuentre las 
tres soluciones de z 3 + 3 z ¿ — 3z — 9 = 0. 

(f) Haga un poco de lectura adicional para determinar demostraciones geomé- 
tricas (usando un cuadrado y un cubo) a fin de deducir la fórmula cuadrá- 
tica y la fórmula dada en el inciso (c) para la solución de la ecuación cúbica 
reducida. ¿Por qué se utiliza el nombre de fórmula cuadrática cuando el pre- 
fijo quad proviene de la palabra latina para el número cuatro? 

42. Matrices complejas En este proyecto suponemos que usted tiene cierta expe- 
riencia con matrices o está dispuesto a aprender algo de ellas. 

Algunas matrices complejas, es decir, matrices cuyos elementos son nú- 
meros complejos, son importantes en las matemáticas aplicadas. Una matriz 
compleja A, n X r? se dice que es: 



Hermitiana 


si 


II 


Hermitiana asimétrica 


si 


A t = -.4, 


Unitaria 


si 


Á T =A~ l 



Aquí el símbolo Á significa el conjugado de la matriz A, que es la matriz obte- 
nida al tomar el conjugado de cada entrada de A. Á T e s entonces la transpuesta 
de Á, que es la matriz obtenida al intercambiar los renglones con las colum- 
nas. El negativo -A es la matriz formada por el negativo de todas los elementos 
de A\ la matriz A~\ es el inverso multiplicativo de A. 

(a) ¿Cuáles de las siguientes matrices son hermitianas, asimétrica hermitiana, 
o unitaria? 



3 i 


10 


-10-2 1 


-10 


0 


4 + 2 


10-2 i 


-4 + i 




-52 


1 0 


0 


\ 




0 2 + * 


-2 + i 






Vw 


v/Tó 






0 2 + ' 
v/To 


2-i 






yio 


) 




2 


1 + 7 i 


-6 + 2» 


1 - 7 2 


4 


1+2 


-6 - 2 i 


1 - i 


0 



(b) ¿Qué se puede decir acerca de los elementos en la diagonal principal de 
una matriz hermitiana? Pruebe su afirmación. 
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(c) ¿Qué puede decir acerca de los elementos en la diagonal principal de una 
matriz asimétrica hermitiana? Demuestre su afirmación. 

(d) Demuestre que los valores propios de una matriz hermitiana son reales. 

(e) Demuestre que los valores propios de una matriz asimétrica hermitiana 
son imaginarios puros o cero. 

(f) Demuestre que los valores propios de la matriz unitaria tienen módulo 
uno; es decir, | \ | = 1 . Describa dónde se encuentran estos valores propios 
en el plano complejo. 

(g) Demuestre que el módulo de una matriz unitaria es uno, es decir, | det A | = 1. 

(h) Haga un poco de lectura adicional y determine una aplicación para cada 
tipo de matrices. 

(i) ¿Cuáles son los análogos reales de estas tres matrices? 



En los problemas 1 a 22 responda verdadero o falso. Si el enunciado es 
falso, justifique su respuesta ya sea explicando por qué es falso o dando un 
contraejemplo, si el enunciado es verdadero, justifique su respuesta ya sea 
demostrando su enunciado o citando un resultado adecuado de este capítulo. 

1. ReíZjZg) = Re(Zj) Re^). 

2. Im(4 + li) = 7 i. 



4. Si Im(z) > 0, entonces Re(l/z) > 0. 

5. i < 10¿. 

6. Si z i* 0, entonces Arg(z + z ) = 0. 

7. |x+ ¿j|s|x| + |y|. 

8. arg(z)=argQj. 

9. Si z = — z, entonces z es imaginario puro. 

10. arg(— 2 + lOz) — tt ~ tan _1 (5) + 2nrr para n un entero. 

11. Si zes una raíz de una ecuación polinomial az n + a n _ x z n ~ x + ••• + a,z + a 0 = 0, 
entonces z es también una raíz. 

12. Para cualquier número complejo z diferente de cero, existe un número infinito 
de valores de arg(z). 

13. Si | z — 2 1 < 2, entonces | Arg(z)| < ir/ 2. 

14. El conjunto S de números complejos z = x + iy cuyas partes real e imaginaria 
están relacionadas por y = sen x, es un conjunto acotado. 

15. El conjunto S de números complejos z que satisfacen | z| < 1 o | z — 3¿| < 1 es un 
dominio. 

16. Considere un conjunto S de números complejos. Si el conjunto A de todas las 
partes reales de los números en Sestá acotado y el conjunto £de todas las par- 
tes imaginarias de los números en 5 está acotado, entonces necesariamente el 
conjunto S está acotado. 

17. El sector definido por — 7t/6 < arg(z) ^ n/ 6 no es ni abierto ni cerrado. 

18. Para z ^ 0, existen exactamente cinco valores de z 3/5 = (z 3 ) 1/5 . 

19. Un punto frontera de un conjunto Se s un punto en S. 




Las respuestas a los problemas seleccionados con numeración 
impar inician en la página RESP-5. 



3. 



U- l| = |z - l|. 
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20. El plano complejo con los ejes real e imaginario eliminados no tiene puntos 
frontera. 

21. Im (e ie ) = sen 0. 

22. La ecuación z" = 1, con n un entero positivo, tendrá soluciones reales sólo para 
n — 1 y n = 2. 



En los problemas 23 a 50, trate de llenar los espacios en blanco sin consultar el libro. 
3 — i 2 — 2* 

23. Si a 4 ib = + — , entonces a = y b = , 

¿ 4 ói 1 — oz 

4 i i i 

24. Si z = , entonces ¡ z| = 

-3-4* 

25. Si \ z\ = R e(z), entonces z es . 

26. Si z = 3 + 4 *, entonces Re 5=5 • 

27. El argumento principal de z = —1 — i es . 

28. z\ 4 zf = , 

29. arg ((1 4 i) 5 ) = , |(1 + *) 6 | = , Im ((1 4 i) 7 ) = 

y Re((l 4 *) 8 ) = , 




31. Si z es un punto en el segundo cuadrante, entonces iz está en el 
cuadrante. 



32. * 127 - 5* 9 + 2 í“> = 

33. De los tres puntos z x = 2.5 4 1.9*', z 2 = 1.5 — 2.9* y z 3 = —2.4 + 2.2*, 
es el más alejado del origen. 

34. Si 3* z - 2z = 6, entonces z = 



35. Si 2x — 3 yi + 9 = — x + 2y* + 5*', entonces z = 



36. 



37. 



Si 2 



5 

-y/3 + i’ 



entonces, Arg(z) = 



Si 2 ^ 0 es un número real, entonces z + z 1 es real. Otros números complejos 
z = x + iy para los que 2 + z -1 es real están definidos por | z\ = . 



38. El vector de posición de longitud 10 que pasa por (1, —1) es igual al número 

complejo 2 = . 

39. El vector z = (2 +2 ?’) (y/S 4- i) se encuentra en el cuadrante. 



40. La frontera del conjunto S de números complejos z que satisfacen tanto Im(y)> 0 

como Iz — 3*j> 1 es . 

41. En palabras, la región del plano complejo para la que Re(z) < Im(z) es 



42. La región en el plano complejo compuesto por los dos discos | z + i | ^ 1 y | z - z‘| 

< 1 es (conexo/no conexo). 

43. Supongamos que z () no es un número real. Las circunferencias | z - zj = | z Q - z 0 | 

y I z - zj = ¡ z 0 - zj se intersectan con el (eje real/eje imaginario). 

44. En notación compleja, una ecuación de la circunferencia con centro -1 que 

pasa por 2 - * es 

45. Un entero positivo n para el que (1 4 *)" = 4096 es n = 



46. 



(4 -ó*) 658 
(Ó+4*) 658 



47. De (eos 6 4 * sen 0) 4 = eos 4 6 4 * sen 4 6 obtenemos las identidades trigonomé- 
tricas reales eos 4 6 — y sen 40 = . 
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y 




Figura 1 R. 1 Figura para el problema 50 



48. Cuando z es un punto dentro del disco abierto definido por |z| < 4, una cota 

superior para | z 3 — 2 z 2 + 6z 4- 2 1 está dada por . 

49. En el problema 22 de los ejercicios 1 .6 vimos que si z, es una raíz de una ecuación 

polinomial con coeficientes reales, entonces su conjugado z^ = z, es también 
una raíz. Suponga que la ecuación polinomial cúbica az 3 + bz 2 + cz + d = 0, 
donde a , b y cy rfson reales, tiene exactamente tres raíces. Una de las raíces debe 
ser real ya que . 

50. (a) Interprete el nemónico circular para las potencias positivas enteras de i 

dado en la figura l.R.l. Use este nemónico para encontrar F para los si- 
guientes valores de n: 

5, 9, 13, 17, 21, ... ; F = 

6, 10, 14, 18, 22, ... ; F = 

7, 11, 15, 19, 23, ... ; F = 

8, 12, 16, 20, 24, ... ; F = 

(b) Examine de nuevo las potencias n en los cuatro renglones del inciso (a) 
y después divida cada una de estas potencias entre 4. Con base en su des- 
cubrimiento, reconozca una regla fácil para determinar i n para cualquier 
entero positivo n. Use su regla para calcular 

l' 33 = > ¿68 = f ¿87 _ # ¿102 _ ¿624 
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Imagen de un cuadrado bajo tras- 
lación. Ver página 63. 



Introducción En el capítulo anterior introdujimos los 
números complejos y se examinaron algunas de sus 
propiedades algebraicas y geométricas. En este capítulo 
nos dedicamos al estudio de las funciones de un con- 
junto de números complejos a otro conjunto de núme- 
ros complejos. A diferencia de las funciones estudiadas 
en cálculo elemental, veremos que no podemos dibujar 
la gráfica de una función compleja. Por lo que, introduci- 
mos el concepto de un mapeo como una forma alternati- 
va de representar gráficamente a una función compleja. 
Asimismo, en este capítulo se introducen los conceptos 
de límite de una función compleja y la continuidad de 
una función compleja. 
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2.1 Funciones complejas 

Uno de los conceptos más importantes en matemáticas es el de función. Puede recordar 
de sus cursos anteriores que una función es una cierta regla de correspondencia entre dos 
conjuntos; más específicamente: 

Una función f de un conjunto A a un conjunto B es una regla de correspondencia que 
asigna a cada elemento en A uno y sólo un elemento en B. 

Con frecuencia pensamos a una función como una regla o una máquina que acepta entradas 
de un conjunto A y regresa salidas en el conjunto B. En cálculo elemental estudiamos fun- 
ciones cuyas entradas y salidas eran números reales. Estas funciones se llaman funciones con 
valores reales de una variable real. En esta sección iniciaremos nuestro estudio de funciones 
cuyas entradas y salidas son números complejos. Naturalmente, llamamos a estas funcio- 
nes, funciones complejas de una variable compleja, o funciones complejas. Como veremos, 
muchas interesantes y útiles funciones complejas son simplemente generalizaciones de 
funciones bien conocidas del cálculo. 



Función Supongamos que /es una función del conjunto A al conjunto B . 
Si /asigna al elemento a en A un elemento ¿en B , entonces decimos que ¿es 
la imagen de a bajo /, o el valor de /en a, y escribimos b = f{a) . Al conjunto 
A, el conjunto de entradas, se le llama dominio de / y al conjunto de las 
imágenes en B , el conjunto de las salidas, se le llama rango de /. Denotamos 
al dominio y al rango de una función / por Dom(/) y Rango ( /), respectiva- 
mente. Por ejemplo, considere la función potencia al “cuadrado ”/(x) = x 2 
definida para la variable real x. Puesto que cualquier número real se puede 
elevar al cuadrado, el dominio de /es el conjunto R de todos los números 
reales. Es decir, Dom (/) = A = R. El rango de /consiste de todos los números 
reales x 2 donde x es un número real. Por supuesto, x 2 > 0 para todo real x, y 
es fácil de ver en la gráfica de / que el rango de / es el conjunto de todos los 
números reales no negativos. Por lo tanto, el Rango (/) es el intervalo [0, oo). El 
rango de /no tiene por qué ser igual al conjunto B. Por ejemplo, /se puede 
ver como una función de A = R a B = R, en cuyo caso el rango está conte- 
nido pero no es igual a B. 

Como la siguiente definición indica, una función compleja es una fun- 
ción cuyas entradas y salidas son números complejos. 

Definición 2.1.1 Función compleja 

Una función compleja es una función /cuyo dominio y rango son sub- 
conjuntos del conjunto C de números complejos. 

Nutac ión usada a lo largo de vsu- libro, m Una función compleja también se conoce como función con valores com- 
plejos de una variable compleja. En la mayor parte usaremos los símbolos 
comunes f g y h para denotar a las funciones complejas. Además, las entra- 
das de una función compleja /normalmente se denotarán con la variable z y 
las salidas con la variable iu = f{z). Cuando se haga referencia a una función 
compleja usaremos tres notaciones indistintamente, por ejemplo, /(z) = 
z - w = z - i, o, simplemente, la función z - i. A lo largo de este libro la 
notación w = /(z) siempre denotará una función compleja, mientras que 
la notación y = /(x) se reservará para representar una función de valores 
reales de una variable real x. 
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EJEMPLO 1 Función compleja 

(a) La expresión z 2 — (2 + i)z se puede evaluar en cualquier número complejo 
z y siempre se obtiene sólo un número complejo, y así /(z) = z 2 - (2 4- i)z 
define una función compleja. Los valores de /se encuentran usando las 
operaciones aritméticas para números complejos que se presentaron en 
la sección 1.1. Por ejemplo, en los puntos z = i y z = l 4- i tenemos: 

f(i) = (i) 2 - (2 + i) (i) = -1 - 2i + 1 = -2 i 
y /(I 4- i) = (1 4- z) 2 - (2 + 0(1 + 0 — 2¿ — 1 — 3 i- -1 - z. 

(b) La expresión g(z) = z+ 2Re(z) también define una función compleja. 
Algunos valores de gson: 

g(i) = i 4- 2Re (0 = i + 2(0) =i 

y g( 2 - 30 = 2-3/4- 2Re (2- 30 = 2 - 3* + 2(2) = 6- 3 i. □ 

Cuando el dominio de una función compleja no está explícitamente indi- 
cado, suponemos que el dominio es el conjunto de todos los números comple- 
jos z para los que /(z) está definida. Este conjunto se conoce a veces como el 
dominio natural de f Por ejemplo, las funciones/(z) = z 2 — (2 4- zjzy g(z) = 
z + 2Re(z) en el ejemplo 1 se definen para todos los números complejos z, y así, 
Dom (J) = C y Dom(g) = C. La función compleja h(z) = z/(z 2 4- 1) no está 
definida en z = ¿y z = — i , ya que el denominador z 2 4- 1 es igual a 0 cuando 
z = ±i. Por lo tanto, Dom (h) es el conjunto de todos los números complejos 
excepto i y — z. 

En la introducción de la sección, definimos una función de valores reales 
de variable real como una función cuyos dominio y rango son subconjun- 
tos del conjunto R de los números reales. Debido a que R es un subconjunto 
del conjunto C de los números complejos, toda función de valores reales de 
una variable real también es una función compleja. Pronto veremos que las 
funciones de valores reales de dos variables reales xy y también son tipos espe- 
ciales de fundones complejas. Estas funciones jugarán un importante papel en 
el estudio del análisis complejo. Con el fin de evitar la repetición de la engorro- 
sa terminología para la fundón de valores reales de variable real , y para la fundón 
de valores reales de dos variables reales , utilizamos el término función real a 
partir de este momento para referirnos a cualquier tipo de función con una 
o varias variables que se estudie en un curso de cálculo. 

Partes real e imaginaria de una función compleja A menudo es útil 
expresar las entradas y las salidas de una función compleja en términos de sus 
partes reales e imaginarias. Si w = /(z) es una función compleja, entonces 
la imagen de un número complejo z = x 4- iy bajo f es un número complejo 
w = u 4- iv. Simplificando la expresión /(x 4- zy), podemos escribir las variables 
reales u y v en términos de las variables reales xy y. Por ejemplo, sustituyendo 
el símbolo z con x 4- iy en la función compleja w = z 2 , se obtiene: 

w = u 4- iv = (x 4- iy) 2 = x 2 — y 2 4- 2xyz (1) 

De (1) las variables reales u y v están dadas por u = x 2 — y 2 y v = 2 xy, res- 
pectivamente. Este ejemplo muestra que, si w = u 4- iv = /(x 4- iy) es una 
función compleja, entonces tanto u como v son funciones reales de las dos 
variables reales x y y. Esto es, haciendo z = x 4- iy, podemos expresar cual- 
quier función compleja w = f(z) en términos de dos funciones reales como: 
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Las funciones w(x, y) y v(x , y) en (2) se llaman las partes real e imaginaria 
de/, respectivamente. 



EJEMPLO 2 Partes real e imaginaria de una función 

Determine las partes real e imaginaria de las funciones: (a) f(z) = ir — (2 4- i) 
z y (b) g(z) = z+ 2Re(z). 

Solución En cada caso, sustituimos el símbolo z por x + iy, y después simpli- 
ficamos. 

(a) / (z) = (x 4- iyf - (2 + i) (x + iy) = x 2 — 2 x + y — y 1 + (2xy - x - 2 y) i. 
Por lo que, w(x,y) = x 2 - 2x -F y - y 1 y v(x,y) = 2xy - x - 2y. 

(b) Ya que g(z) = x + iy + 2 Re( x + iy) = 3x + iy , tenemos w(x, y) = 3x y 

v{x,y)=y. □ 

Toda función compleja está completamente determinada por las fun- 
Una función /se puede definir sin utili- m ciones reales u(x, y) y v(x, y) en (2). Por lo tanto, una función compleja w 
zar el símbolo z. = /( z ) S e puede definir arbitrariamente especificando dos funciones reales 

w(x, y) y v(x, y), aun cuando w = u + iv no puedan obtenerse mediante ope- 
raciones conocidas realizadas únicamente en el símbolo z. Por ejemplo, si 
tomamos w(x, y) = xy 2 y v(x , y) = x 2 - 4y 3 , entonces /(z) = xy 2 + ¿(x 2 - 4y 3 ) 
define una función compleja. Para encontrar el valor de /en el punto z = 3 
+ 2¿, sustituimos x = 3 y y = 2 en la expresión de / para obtener /(3 + 2¿) = 
3 • 2 2 4- ¿(3 2 - 4 • 2 3 ) = 12 - 23i. 

También observamos que las funciones complejas que se definen en 
términos de m(x, y) y v(x, y) siempre se pueden expresar, si así lo desea, 
en términos de operaciones sobre los símbolos z y z . Vea el problema 32 de 
los ejercicios 2.1. 

Función exponencial En la sección 1 .6 se presenta de manera informal 
a la función exponencial compleja e z . Esta función compleja es un ejemplo 
que se define especificando sus partes real e imaginaria. 



Definición 2.1 .2 Función exponencial compleja 

La función e z definida por: 

e z = e x eos y T ie x sen y (3) 



se llama función exponencial compleja. 

Por la definición 2.1.2, las partes real e imaginaria de la función exponen- 
cial compleja son u(x, y) = e x eos y y u(x, y) = e x sen y, respectivamente. Los 
valores de la función exponencial compleja w = e z se encuentran al expresar 
el punto z como z = x -F iy y después sustituyendo los valores de xy y en (3). 
En el ejemplo siguiente se muestra este procedimiento. 



EJEMPLO 3 Valores de la función exponencial compleja 

Encuentre el valores de la función exponencial compleja e z en los siguientes 
puntos. 

(a) z = 0 



(b) 2 = i 



(c) Z = 2 *f 7 TÍ 
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Solución En cada inciso sustituimos x = Re(z) y y = Im(z) en (3) y después 
simplificamos. 

(a) Para z = 0, tenemos x — 0 y y = 0, y, por tanto, e° = e° eos 0 + ie° sen 0. 
Ya que e° = 1 (para la función exponencial real), eos 0 = 1, y sen 0 = 
0, e° = e° eos 0 + ¿ sen 0 se simplifica a e° = 1. 

(b) Para z = i , tenemos x = 0 y y = 1, y así: 

e l = e° eos 1 4 sen 1 = eos 1 + i sen 1 » 0.5403 4 0.8415? 

(c) Para z = 2 + 7n, tenemos x = 2 y y = 7r, y así + ni = é? 2 eos 7 r 4- ?> 2 sen 7 r. 

Ya que eos 7T = - 1 y sen tt = 0, esto se simplifica a í> 2+7r? = -^ 2 . □ 



Forma exponencial de un número complejo La función exponen- 
cial compleja nos permite expresar la forma polar de un número complejo 
distinto de cero z = r( eos 6 + i sen 0) en una forma particular compacta y 
conveniente: 



z = re ,$ . (4) 

Llamamos a (4) la forma exponencial del número complejo z. Por ejemplo, 
una forma polar del número complejo 3 i es 3[cos (7t/2) 4 i sen(7r/2)] 
mientras que una forma exponencial, de 3 i es Se m/2 . Considere que en la 
forma exponencial (4) de un número complejo, el valor de 6 = arg(z) no 
es único. Esto es parecido a la situación con la forma polar de un número 
complejo. Se le recomienda comprobar que y/2e i7r/ 4 , y/2e i97r/4 y \/2e il7ir/4 
son formas exponenciales válidas del número complejo 1 4 i. 

Si z es un número real, es decir, si z = x 4 0?, entonces con (3) se obtie- 
ne e z = ¿ x cos 0 4 ?>*sen 0 = e x . En otras palabras, la función exponencial 
compleja concuerda con la usual función exponencial real de z. Muchas 
propiedades bien conocidas de la función exponencial real también se cum- 
plen con la función exponencial compleja. Por ejemplo, si z ¡ y z*, son núme- 
ros complejos, entonces se puede utilizar (3) para demostrar que: 



e° = l, 


(5) 


e z ' e ** =¿ Zl+l *, 


(6) 


e z ' 




— =e z ' l \ 

e 1 * 


(7) 


(«*' )" — e m ' para n = 0, ±1, ±2, . . . 


(8) 



Demostraciones de las propiedades (5) a (8) se presentarán en la sección 
4.1, donde se analiza con más detalle la función exponencial compleja. 

Mientras que las funciones exponenciales real y compleja tienen mu- 
chas similitudes, también tienen algunas diferencias importantes y sorpren- 
dentes. Quizá la diferencia más inesperada es: 



La función exponencial compleja es periódica. 



En el problema 33 en los ejercicios 2.1 se le pide demostrar que e z+27ri = e 
para todos los números complejos z. Este resultado implica que la función 
exponencial compleja tiene un periodo imaginario puro igual a 27 tí. 
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Coordenadas polares Hasta el momento, las partes real e imaginaria 
de una función compleja se determinaron usando la descripción cartesiana 
x 4 iy de la variable compleja z. Es igualmente válido, y, a menudo, más con- 
veniente expresar a la variable compleja z usando la forma polar z = r( eos 
0 4 i sen 0) o, equivalentemente, la forma exponencial z = re ,e . Dada una 
función compleja w = /(z) , si reemplazamos el símbolo z con r(cos 0 4 i sen 0 ) , 
entonces podemos escribir esta función como: 

f(z) = u(í ; 0) 4 iv (r, 0). (9) 

Seguimos llamando las funciones reales u(r, 0) y v(r, 0) en (9) las partes real 
e imaginaria de / respectivamente. Por ejemplo, sustituyendo zcon r(cos 0 
+ i sen 0) en la función /(z) = z 2 , se obtiene, con la fórmula de De Moivre, 

/(z) = (r(cos 0 4 i sen 0)) 2 — r 2 eos 20 + ir 2 sen 20 

Así, usando la forma polar de z hemos demostrado que las partes real e ima- 
ginaria de/(z) = z 2 son 

u(r, 0) = r 2 eos 20 y v(r, 0) = r 2 sen 20 , (10) 

Las fundones //(/, tí) v v(r, tí) no son igua- m respectivamente. Debido a que utiliza una descripción polar más que una 
les a las fondones u( a\ y) y v(x, y). descripción cartesiana de la variable z, las funciones u y v en (10) no son 

iguales a las funciones u y ven (1) calculadas previamente para la función z l . 

Al igual que con las coordenadas cartesianas, se puede definir una fun- 
ción compleja especificando sus partes real e imaginaria en coordenadas 
polares. La expresión /(z) = r 3 eos 0 + (2rsen 0)i , por lo tanto, define una 
función compleja. Para encontrar el valor de esta función en, por ejemplo, 
el punto z = 2i , primero expresamos a 2 i en forma polar: 

n í tt . . 7 r\ 

2z = 2 ^cos — 4 - 1 sen - J . 

A continuación, hacemos r— 2 y 0 = tt/2 en la expresión de /obteniendo: 

f(2i) = (2 f cos^ + ^2 • 2sen^ i = 8 • 0 4 (4- l)í = 4 i. 



Observaciones 



Comparación con el a?mlisis real 



(i) La función exponencial compleja da un buen ejemplo de cómo las 
funciones complejas pueden ser similares a, y al mismo tiempo, di- 
ferentes de sus contrapartes reales. Tanto la función exponencial 
compleja como la real satisfacen las propiedades (5) a (8). Por otra 
parte, la función exponencial compleja es periódica y, del inciso (c) 
del ejemplo 3, un valor de la función exponencial compleja puede 
ser un número real negativo. Ninguna de estas propiedades las com- 
parte la función exponencial real. 

(ii) En esta sección hicimos la importante observación de que cada fun- 
ción compleja se puede definir en términos de dos funciones reales 
u(x , y) y v(x , y) como /(z) = u(x , y) 4 iv(x, y ). Esto implica que el 
estudio de las funciones complejas está relacionado estrechamente 
con el estudio de las funciones de varias variables de dos variables 
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reales. Los conceptos de límite, continuidad, derivada e integral en 
tales funciones reales se usarán para desarrollar y ayudar a nuestra 
comprensión de conceptos análogos de las funciones complejas. 

(m)En la página 47 analizamos que las funciones de valores reales de 
una variable real y las funciones de valores reales de dos variables 
reales se pueden ver como casos especiales de funciones complejas. 
En nuestro estudio del análisis complejo encontraremos otros tipos 
especiales de funciones complejas que incluyen las siguientes: 

Las funciones de valores reales de una variable compleja son funciones 
y = /(z) donde z es un número complejo y y es un número real, l^s 
fundones x = Re(z) y r— |z| son dos ejemplos de este tipo de función. 

Las fundones de valores complejos de una variable real son funciones 
xu = /(/) donde t es un número real y w es un número complejo. Se 
acostumbra expresar estas funciones en términos de funciones de dos 
valores reales de la variable real /, w(t) = x(t) + iy(t). Por ejemplo, w(t) 
= 3 / + ¿ eos t es una función de valor complejo de una variable real t 

Estos tipos de funciones complejas especiales se presentarán en di- 
versos lugares a lo largo del libro. 



EJERCICIOS 2.1 Las respuestas a los problemas seleccionados con numeración impar ini- 
cian en la página RESP-6. 

En los problemas 1 a 8 evalúe la función compleja / dada en los puntos indicados. 



1. /(z) =z 2 z -2i 


(a) 2t 


(b ) 1+i 


(c) 3-2 i 


2. /(z) = -z 3 + 2z + z 


(a) i 


(b) 2 — i 


(c) 1 + 2 i 


3. /(z) = log, |z| + í'Arg(z) 


(a) 1 


(b) 4 i 


(c) 1 + i 


4. /(z) =|z| 2 - 2Re ( iz ) +z 


(a) 3-4/ 


(b) 2- i 


(c) 1 + 2 i 


5. f(z) = (xy -x 2 )+i(Sx+y) 


(a) 3 i 


(b) 4 + i 


(c) 3 - 5 i 

r 


6. /( z) = i- 1 


(a) 2 — iri 


(b) fi 


)7T 

(c) log, 2 g - 1 


7. /(z) = r + icos 2 # 


(a) 3 


(b) -2 i 


(c) 2 — i 


8. /(z) = r sen 3 0 + i eos 26 


(a) -2 


(b) 1+í 


(c) -5 i 



En los problemas 9 a 16 determine las partes real e imaginaria u y v de la función 
compleja / dada como funciones de xy y. 



9. /(z) = 6z - 5 + 9/ 
11. /(z) = z 3 -2z + 6 

13. 

15. f(z)=e 2l+l 



10. f(z) = — 3z + 2z — i 
12. /(z) = z 2 +z 2 
14. f(z) =z + \ 

16. /(*) = e j2 



En los problemas 17 a 22 determine las partes real e imaginaria u y v de la función 
compleja / dada como funciones de r y 6. 



17. /(*)-£ 
19. f(z) = z 4 
21. /(z)=r 



18. f(z) =|z| 

20. /( z) = z + - 
z 

22. /( z) = x 2 + y 2 - yi 
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En los problemas 23 a 26, determine el dominio natural de la función compleja / 
dada. 



23. /(z) = 2Re(z) - iz ¿ 
iz 



25. /(z) = 



z — 1 



24. /( z) = 
26. f(z) = 



3z 4- 2 i 
z 3 4- 4z 2 4- z 
iz 



\z\ - 1 



Enfocandio los conceptos 



27. Analice: ¿Las siguientes expresiones definen funciones complejas /(z)? Justifi- 
que su respuesta. 

(a) arg(z) (b) Arg(z) (c) cos(arg(z)) 4- i sen(arg(z)) 

(d) z 1/2 (e) | z | (f) Re(z) 



28. Determine el rango de cada una de las siguientes funciones complejas. 

(a) f(z) — Im(z) definida en el disco cerrado |z| < 2 

(b) /(z) = (14- i) \z\ definida en el cuadrado 0 < Re(z) < 1, 0 < Im(z) < 1. 

(c) /(z) = z definida en la parte superior del plano Im(z) > 0 

29. Determine el dominio natural y el rango de cada una de las siguientes funcio- 
nes complejas. 

(a) /( z) = py . [ Sugerencia : Para determinar el rango, considere |/(z 

(b) f(z) = 3 + 4t + 



(c) /(*) = 



z 4 z 
z — z * 



30. Dé un ejemplo de una función compleja cuyo dominio natural consiste de to- 
dos los números complejos excepto 0, 1 4 y 1 - i. 

31. Determine el dominio natural y rango de la función compleja /(z) = eos (x — y) 
4- ¿sen (x - y). 

32. Suponga que z = x 4- iy. Lea nuevamente la sección 1.1 y determine cómo ex- 
presar xy y en términos de z y z . Después escriba las siguientes funciones en 
términos de los símbolos zyz. 

(a) /(z) =x 2 4- y 2 (b) /(*) = x - 2y + 2 + (6x 4- y) i 

(c) / (z) = x 2 — y 1 - (5 xy)i (d) /(z) = 3 y 2 4- (3x 2 ) i 



33. En este problema examinamos algunas propiedades de la función exponencial 
compleja. 

(a) Si z = x 4- iy , entonces demuestre que | e*\ = e x . 

(b) ¿Existen números complejos z con la propiedad que e z = 0? [ Sugerencia : 
Utilice el inciso (a)]. 

(c) Demuestre que /(z) = e 1 es una función que es periódica con periodo ima- 
ginario puro 2 ttí. Es decir, demuestre que e í+2m = e l para todo número 
complejo z. 



34. Utilice (3) para demostrar que e z = e z para todo complejo z. 



35. ¿Qué puede decir acerca de z si | e x | < 1? 



36. Sea / (z) 



e k 



4- *“« 
2 



(a) Demuestre que /es periódica con periodo real 2ir. 

(b) Suponga que z es real. Es decir, z = x 4- 0 i. Utilice (3) para reescribir f(x + 
Oí). ¿Qué función real bien conocida obtiene? 




2.2 
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37. ¿Cuál es el periodo de cada una de las siguientes funciones complejas? 

(a) f(z) = (b) f(z) = 

( c ) f(z) = (d) /(z) = e it+ ' 

38. Si /(z) es una función compleja con periodo imaginario puro ¿, entonces, ¿cuál 
es el periodo de la función g(z) = f(iz - 2)? 



2.2 Funciones complejas como mapeos 

Recuerde que si /es una función de valor real de una variable real, entonces la gráfica de / 
es una curva en el plano cartesiano. Las gráficas se usan mucho para investigar propiedades 
de funciones reales en los cursos elementales. Sin embargo, vemos que la gráfica de una fun- 
ción compleja se encuentra en un espacio de cuatro dimensiones, por lo que no podemos 
utilizar gráficas para estudiar funciones complejas. En esta sección analizamos el concepto 
de mapeo complejo, que fue desarrollado por el matemático alemán Bernhard Riemann 
para dar una representación geométrica de una función compleja. La idea básica es ésta. 
Cada función compleja describe una correspondencia entre puntos en dos copias del plano 
complejo. Específicamente, el punto z en el plano z asociado con el único punto w = /(z) en 
el plano w. Usamos el término alternativo mapeo complejo en lugar de “función compleja” 
cuando consideramos la función como esta correspondencia entre puntos en el plano z y 
puntos en el plano w. La representación geométrica de un mapeo complejo w = /(z) con- 
siste de dos figuras: la primera, un subconjunto 5 de puntos en el plano z, y la segunda, el 
conjunto S' de las imágenes de puntos en Sbajo w = f(z) en el plano w. 



Mapeos Una útil herramienta para el estudio de funciones reales en cálcu- 
lo elemental es la gráfica de la función. Recuerde que si y = f(x) es una fun- 
ción de valores reales de una variable real x, entonces la gráfica de /se define 
como el conjunto de todos los puntos (x,/(x) ) en el plano cartesiano bidimen- 
sional. Se puede hacer una definición análoga para una función compleja. Sin 
embargo, si w = /(z) es una función compleja, entonces tanto z como w se en- 
cuentran en un plano complejo. Por lo que el conjunto de todos los puntos (z, 
/(z)) se encuentra en un espacio de cuatro dimensiones (dos dimensiones de 
la entrada zy dos dimensiones de la salida w). Por supuesto, un subconjunto, 
del espado de cuatro dimensiones no se puede ilustrar fácilmente. Por tanto: 

No podemos dibujar la gráfica de una Ju nción compleja. 

El concepto de un mapeo complejo proporciona una forma alternativa de 
dar una representación geométrica de una función compleja. Como se descri- 
bió en la sección de introducción, usamos el término mapeo complejo para re- 
ferirnos a la correspondencia determinada por una función compleja w = f(z) 
entre puntos en un plano ze imágenes en un plano w. Si el punto z 0 en el plano z 
corresponde al punto w 0 en el plano w , es decir, si w 0 = /(z 0 ), entonces decimos 
que / mapea z Q en w 0 o, equivalentemente, que z Q es mapeado en w Q con / 

Como un ejemplo de este tipo de pensamiento geométrico, considere la 
función real /(x) = x + 2. En lugar de representar esta función con una recta 
de pendiente 1 e intersección con el eje y en (0, 2), considere cómo una 
copia de la recta real (la recta x) se proyecta sobre otra copia de la recta real 
(recta y) con / Cada punto de la recta x se mapea en un punto dos unidades a 
la derecha sobre el eje y (0 se mapea en 2, mientras que 3 se mapea en 5, y así 
sucesivamente). Por tanto, la función real /(x) = x + 2 se puede pensar como 
un mapeo que traslada cada punto en la recta real dos unidades a la derecha. 
Puede visualizar la acción de este mapeo imaginando la recta real como una 
varilla rígida infinita que físicamente se mueve dos unidades a la derecha. 
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Con el fin de crear una representación geométrica de un mapeo comple- 
jo, comenzamos con dos copias del plano complejo, el plano z y el plano w, 
dibujados uno al lado del otro o uno encima del otro. Un mapeo complejo 
está representado por un dibujo de conjunto S de puntos en el plano zy el co- 
rrespondiente conjunto de imágenes de los puntos de 5 bajo /en el plano w. 
Esta idea se muestra en la figura 2.2.1, donde un conjunto S en el plano z se 
muestra en color en la figura 2.2.1 (a) y un conjunto etiquetado por S\ que re- 
presenta el conjunto de las imágenes de los puntos en S bajo w = /(z), se mues- 
tra en gris en la figura 2.2.1(b). A partir de ahora usaremos notación similar 
a la de la figura 2.2.1 cuando analicemos mapeos. 



Notación : S' 

Si w = f(z) es un mapeo complejo y si S es un conjunto de puntos en el plano z y 
entonces llamamos al conjunto de imágenes de los puntos en S bajo f la imagen 
de S bajo f y denotamos este conjunto con el símbolo S ' . * 

Si el conjunto S tiene propiedades adicionales, tales como que S es un 
dominio o una curva, entonces también utilizaremos símbolos como D y 
D' o Cy C', respectivamente, para denotar el conjunto y su imagen bajo un 
mapeo complejo. La notación /(C) también a veces se utiliza para denotar 
la imagen de una curva Cbajo w = f(z). 



y 




(a) El conjunto S en el plano z (b) La imagen de S en el plano w 

Figura 2.2.1 la imagen de un conjunto 5 bajo un mapeo w = f(z) 

Una ilustración como la de la figura 2.2.1 se destina para transmitir in- 
formación acerca de la relación general entre un punto arbitrario zy su ima- 
gen zo= /(z). Por lo que, el conjunto S se tiene que elegir con cierto cuidado. 
Por ejemplo, si fes una función cuyo dominio y rango son el conjunto de los 
números complejos C, entonces, al elegir S = C se obtiene como resultado 
una figura que consiste únicamente en dos planos complejos. Es evidente 
que, tal ilustración no daría una idea de cómo los puntos en el plano z se 
mapean en puntos en el plano t^con f 




EJEMPLO 1 Imagen de un semiplano bajo el mapeo w = iz 

Determine la imagen del semiplano Re(z) >2 bajo el mapeo complejo tu = 
iz y represente el mapeo de forma gráfica. 

Solución Sea S el semiplano formado por todos los puntos complejos z con 
Re(z) > 2. Se procede como se muestra en la figura 2.2.1. Considere primero la 



* El conjunto S a veces se llama la pre-imagen de S ' bajo / 
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t*- — - S r , del semiplano S 

El mapeo w = iz 



línea frontera vertical x = 2 de S que se muestra en color en la figura 2.2.2 (a) . 
Para cualquier punto z en esta recta tenemos z = 2 4- zy, donde — oo < y < oo. El 
valor de /(z) — iz en un punto en esta recta es zv = /( 2 + *y) = ¿(2 4- iy) = — y 4- 
2 ¿. Ya que el conjunto de puntos zv = —y 4- 2¿, — oo < y < oo, es la recta t» = 2 en 
el plano zv, concluimos que la recta vertical x = 2 en el plano z es mapeada 
en la recta horizontal v = 2 en el plano zv con el mapeo xu = iz. Por tanto, la 
recta vertical que se muestra en color en la figura 2.2.2(a) se mapea en la recta 
horizontal que se muestra en negro en la figura 2.2.2(b) para este mapeo. 

Ahora considere todo el semiplano 5 que se muestra en color en la fi- 
gura 2.2.2(a). Este conjunto se puede describir con las dos desigualdades 
simultáneas, 



x>2 y — oo < y < oo. (1) 

Para describir la imagen de S, expresamos el mapeo zv = iz en términos de 
sus partes real e imaginaria u y zr, después usamos las cotas dadas por (1) en 
x y y en el plano z para determinar cotas enwyt; en el plano zv. Sustituyendo 
el símbolo z con x + iy en zv = iz , obtenemos zv = i(x 4- iy) = — y 4- ix , y así las 
partes real e imaginaria de zv = iz son: 

u = —y y v = x. (2) 

Después de sustituir las variables x y y en (1) utilizando las ecuaciones x = v y 
y = —tí de (2), obtenemos v > 2 y —oo < tí < oo. Es decir, el conjunto S\ la 
imagen de S bajo zv = ¿z, consiste de todos los puntos zv = u 4- iv en el plano zv 
que satisfacen las desigualdades simultáneas v > 2 y — oo < u < oo. En palabras, 
el conjunto S ' consiste de todos los puntos en el semiplano que se encuentran 
en o arriba de la recta horizontal v = 2. Esta imagen se puede también describir 
con la simple desigualdad Im(z¿>) > 2. En resumen, el semiplano Re(z) > 2 que 
se muestra en color en la figura 2.2.2 (a) se mapea en el semiplano Im(w) > 2 
que se muestra en gris en la figura 2.2.2(b) con el mapeo complejo zv = iz . J 

En el ejemplo 1, el conjunto S y su imagen S' son los dos semiplanos. 
Esto lo podría llevar a creer que hay alguna forma geométrica simple de 
visualizar la imagen de otros conjuntos en el plano complejo bajo el mapeo 
zv = iz. (Veremos que este es el caso en la sección 2.3). Sin embargo, para la 
mayoría de los mapeos, la relación entre Sy S' es más complicada. Esto se 
muestra en el ejemplo siguiente. 



EJEMPLO 2 Imagen de una recta bajo zv = z 2 

Encuentre la imagen de la recta vertical x = 1 bajo el mapeo complejo zv = 
z 2 y represente el mapeo gráficamente. 

Solución Sea Cel conjunto de puntos en la recta vertical x = 1 o, equivalente- 
mente, el conjunto de puntos z = 1 4- iy con -oo < y < oo. Procedemos como 
en el ejemplo 1. De (1) de la sección 2.1, las partes real e imaginaria de zv = z 2 
son u(x, y) = x 1 — f y v{x , y) = 2 xy, respectivamente. Para un punto z = 1 4- iy 
en C, tenemos u(l, y) = 1 - y 2 y i/(l, y) = 2y. Esto implica que la imagen de S 
es el conjunto de puntos w= u 4- wque satisfacen las ecuaciones simultáneas: 

u = 1 — y 2 (3) 

y v= 2y (4) 

para — oo < y < oo. Las ecuaciones (3) y (4) son ecuaciones paramétricas en 
el parámetro real y, y definen una curva en el plano zv. Podemos encontrar 
una ecuación cartesiana en u y v para esta curva eliminando el parámetro y. 
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(a) La línea vertical Re(z)' = 1 

w - z 2 



Con la finalidad de hacer esto, resolvemos (4) para y y después sustituimos 
esta expresión en (3): 




Ya que y puede tomar cualquier valor real y ya que v = 2 y, se tiene que v 
puede tomar cualquier valor real en (5). Por consiguiente, C ' — la imagen 
de C — es una parábola en el plano w con vértice en (1,0) e trintersección 
en (0, ±2). Vea la figura 2.2. 3(b). En conclusión, hemos demostrado que la 
recta vertical x = 1 que se muestra en color en la figura 2.2.3(a) se mapea en 
la parábola u = I 1 que se muestra en negro en la figura 2.2.3 (b) con 
el mapeo complejo zv = z 2 . □ 




(b) La imagen de C es la parábola 
u = 1- v 2 

4 

Figura 2.2.:} El mapeo w = z 2 



En una parametrización 
z(0 =x(0 + iy(D, 
te s una variable real. 



En cambio, en la figura 2.2.2, la representación del mapeo w = z 2 que 
se muestra en la figura 2.2.3 da poca información acerca de cómo serían las 
imágenes de otros conjuntos en el plano. El mapeo de esta “función cuadrá- 
tica compleja” se examinará con más detalle en la sección 2.4. 



Curvas paramétricas en el plano complejo Para una función com- 
pleja simple, la manera en la que el plano complejo se mapea podría ser 
evidente después de analizar la imagen de un solo conjunto, pero para la 
mayoría de las funciones se obtiene un entendimiento del mapeo sólo des- 
pués de ver las imágenes de muchos conjuntos. Podemos con frecuencia 
entender mejor un mapeo complejo analizando las imágenes de las curvas 
(subconjuntos unidimensionales del plano complejo) y este proceso se faci- 
lita con el uso de ecuaciones paramétricas. 

Si x = x{t) y y = y(t) son las funciones de valores reales de una variable 
real t , entonces el conjunto Cde todos los puntos (x(¿), y(¿))> donde a< t< b, 
se llama curva paramétrica. Las ecuaciones x = x(t), y = }’(0> para a< t< b se 
llaman ecuaciones paramétricas de C. Una curva paramétrica se puede 
considerar que se encuentra en el plano complejo haciendo que xy y repre- 
senten las partes real e imaginaria de un punto en el plano complejo. En 
otras palabras, si x = x(t ), y = y(t ), y a < t < b son ecuaciones paramétricas 
de una curva Cen el plano cartesiano, entonces la ecuación z(t) = 

a t < b 9 es una descripción de la curva Cen el plano complejo. Por 
ejemplo, considere las ecuaciones paramétricas x = eos t, y = sen t, 0 < t < 
27 r, de una curva Cen el plano xy (la curva Ces una circunferencia centrada 
en (0, 0) con radio 1). La ecuación z{t) = eos t 4- i sen /, 0 < t < 277, describe 
la misma curva Cen el plano complejo. Si, decimos que, t = 7t/ 2, entonces 
el punto (eos f, sen f) = (0, 1) está sobre la curva Cen el plano cartesiano, 
mientras que el punto z(tt/2) = cos| 4- i sen| = i representa este punto 
en Cen el plano complejo. Este análisis se resume en la siguiente definición. 



Definición 2.2.1 Curvas paramétricas en el plano complejo 

Si x(t) y y(t) son las funciones de valores reales de una variable real 
entonces el conjunto Cque consiste de todos los puntos z(t) = x(t) + 
iy( t ) , a < t< b y se llama curva paramétrica o curva paramétrica compleja. 
La función de valores complejos de variable real t y z{t) = x(t) + iy(t), se 
llama parametrización de C. 

Propiedades de las curvas en el plano cartesiano tales, como continua, 
derivable, suave, simple y cerrada, se pueden todas reformular como pro- 
piedades de curvas en el plano complejo. Estas propiedades son importan- 
tes en el estudio de integrales complejas y se analizarán en el capítulo 5. 
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Dos de las curvas más elementales en el plano son las rectas y las circun- 
ferencias. Parametrizaciones de estas curvas en el plano complejo se pueden 
deducir de parametrizaciones en el plano cartesiano. Es también relativa- 
mente fácil encontrar estas parametrizaciones directamente utilizando la 
geometría del plano complejo. Por ejemplo, suponga que queremos encon- 
trar una parametrización de la recta en el plano complejo que contiene 
los puntos z Q y z y Sabemos del capítulo 1 que z ] - z () representa el vector cuyo 
origen está en z 0 y termina en z y que se muestra a color en la figura 2.2.4. Si 
z es cualquier punto sobre la recta que contiene az () yaz,, entonces al exa- 
minar la figura 2.2.4 se encuentra que el vector z — z 0 es un múltiplo real del 
vector Zj - z 0 . Por tanto, si z está sobre la recta que contiene a z () y a z,, entonces 
existe un número real ¿tal que z — z 0 = ¿(Zj - z (J ). Resolviendo esta ecuación 
para zse obtiene una parametrización z(t) = z 0 4- t(z j — z 0 ) = z 0 (l — t) 4- 
Zj¿, -oo < t < oo para la recta. Observe que si restringimos el parámetro ¿ 
al intervalo [O, 1], entonces los puntos z(t) varían de z 0 a z y y esto da una 
parametrización del segmento de recta de z 0 az r Por otra parte, si restrin- 
gimos ¿ al intervalo [O, oo], entonces obtenemos una parametrización del 
rayo que sale de z 0 y que contiene a z y Estas parametrizaciones se incluyen 
en el resumen siguiente. 



Cumas paraméfticas comunes en el plano complejo 

Recta 

Una parametrización de la recta que contiene a los puntos z Q y z } es: 

z(t) = z Q ( 1 - t) + Zj¿, -oo < t < oo. (6) 

Segmento de recta 

Una parametrización del segmento de recta de z Q a z } es: 

z(t) = 2^(1 - t) 4- z ] t > 0<¿<1. (7) 

Rayo 

Una parametrización del rayo que sale de z 0 y que contiene a z } es: 

z(t) = z 0 (l - t) + z 1 ¿, O < t< oo. (8) 

Circunferencia 

Una parametrización de la circunferencia centrada en z Q con radio r es: 

z(t) = z 0 + r ( eos t 4- i sen t ), O < t < 2 tt. (9) 

En notación exponencial , esta parametrización es: 

z(¿) = z 0 4- re ü , O < t < 2tt. (10) 

Restringiendo los valores del parámetro ¿en (9) o (10) se obtienen pa- 
rametrizaciones de arcos circulares. Por ejemplo, haciendo z Q = 0yr = 1 en 
(10) vemos que z(¿) = e u > 0 < ¿ < 7r, es una parametrización del arco semi- 
circular del círculo unitario centrado en el origen y que se encuentra en el 
semiplano superior Im(z) > 0. 

Las curvas paramétricas son importantes en el estudio de mapeos com- 
plejos ya que es fácil determinar una parametrización de la imagen de una 
curva paramétrica. Por ejemplo, si w = izy C es la recta x = 2 dada por z(¿) 

— 2 + it, — oo < ¿ < oo, entonces el valor de /(z) = iz en un punto sobre esta 
recta es w = /( 2 + it) = i ( 2 + it) = — ¿ 4- 2 í, y así la imagen de z(¿) es w(t) 

— — ¿ 4- 2 i. Puesto de otra manera, w{t) = — 1 4- 2 í, — oo < t < oo, es una pa- 
rametrización de la imagen C'. Por lo que, C' es la recta v = 2. En resumen, 
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tenemos el siguiente procedimiento para encontrar las imágenes de curvas 
bajo un mapeo complejo. 



Imagen de una curva paramétrica bajo un mapeo complejo 

Si w = f(z) es un mapeo complejo y si C es una curva parametrizada por z(t ), 
a < t< by entonces 



Mt) =J(z(t), a< t< b (11) 

es una parametrizaáón de la imagen C de C bajo w = f(z). 




Figura 2.2.5 El mapeo w = iz . 



En algunos casos es conveniente representar un mapeo complejo utili- 
zando una única copia del plano complejo. Hacemos esto sobreponiendo el 
plano wt n la parte superior del plano z, por lo que los ejes real e imaginario 
en cada copia del plano coinciden. Ya que dicha figura simultáneamente 
representa tanto a los planos z como planos w t omitimos todas las etiquetas 
Xy y, uy vde los ejes. Por ejemplo, si trazamos la gráfica del semiplano S y su 
imagen S f del ejemplo 1 en la misma copia del plano complejo, entonces ve- 
mos que el semiplano 5' se puede obtener al girar el semiplano Sun ángulo 
tt/ 2 radianes en contra de las manecillas del reloj alrededor del origen. Esta 
observación respecto al mapeo w = iz se comprobará en la sección 2.3. En 
los siguientes ejemplos, representamos un mapeo complejo utilizando una 
única copia del plano complejo. 



EJEMPLO 3 Imagen de una curva paramétrica 

Utilice (11) para encontrar la imagen del segmento de recta de 1 a i bajo el 
mapeo complejo w = iz. 

Solución Sea C el segmento de recta de 1 a ¿y sea que C denote su imagen 
fr a j°/( z ) = íz * Identificando = 1 y z l = i en (7), obtenemos una parame- 
trización z(t) = 1 — / 4- it, 0 < t < 1, de C. La imagen C' entonces está dada 
por (11): 



= /(*(*)) =i( 1 - t -h it) =-i(l- t) - ty 0 < t < 1 . 

Con las identificaciones z^ = —iyz l = —1 en (7), vemos que w{t) es una 
parametrización del segmento de recta de -i a -1. Por tanto, C ' es el seg- 
mento de recta de —i a —1. Este mapeo está bosquejado en la figura 2.2.5 
utilizando una sola copia del plano complejo. En la figura 2.2.5, el segmento 
de recta que se muestra en^color se mapea en el segmento de recta que se 
muestra en negro con w = iz. □ 




EJEMPLO 4 Imagen de una curva paramétrica 

Determine la imagen de la semicircunferencia que se muestra en color en la 
figura 2.2.6 bajo el mapeo complejo w—^. 

Solución Sea Cía semicircunferencia que se muestra en la figura 2.2.6 y sea 
que C denote su imagen bajo /(z) = z 2 . Procedemos como en el ejemplo 3. 
Haciendo z 0 = 0 
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1 ■ - 1 



y r— 2 en (10) obtenemos la siguiente parametrización de C : 

z(¿) = 2e ü , 0 < t < 7T. 

Por lo que, de (11) tenemos que: 

w(t) =f(z(t)) =(2e it f =4e 2il , 0 < t < ir, (12) 

es una parametrización de C\ Si hacemos t = en (12), entonces obtene- 
mos una nueva parametrización de C': 

W(s) = 4e is , 0 < s < 27 r. (13) 

De (10) con z 0 = 0 y r = 4, encontramos que (13) define una circunferencia 
centrada en 0 con radio 4. Por tanto, la imagen C es la circunferencia w = 4. 
Representamos este mapeo en la figura 2.2.6 donde la semicircunferencia que 
se muestra en color se mapea en la circunferencia que se muestra en negro 
con w = z 2 . -1 




Uso de computadoras Los sistemas algebraicos computarizados tales 
como Maple y Mathematica realizan operaciones algebraicas comunes con nú- 
meros complejos. Esta capacidad combinada con la habilidad para trazar la 
gráfica de una curva paramétrica hace de estos sistemas excelentes herramien- 
tas para explorar las propiedades de los mapeos complejos. En Mathematica , 
por ejemplo, una función compleja se puede definir utilizando la instrucción 

f [z_] := una expresión en z. 

Una parametrización compleja se puede definir de manera similar utilizan- 
do la instrucción 

g[t_J := una expresión en t. 

De (11), se tiene que w[f_] •= f [g[t]] es una parametrización de la imagen 
de la curva. Esta imagen se puede graficar utilizando la instrucción para 
trazo paramétrico: 

ParametricPlot[ (Re[w[t]],Im[w[t]]}, {t, a, b}] 

donde a y b son las cotas superior e inferior de t, respectivamente. Por ejem- 
plo, se usó Mathematica para producir la figura 2.2.7, que muestra la imagen 
de la circunferencia | z| = 2 bajo el mapeo complejo w = z 2 H- iz — Re(z). 



Observaciones 



Comparación con el análisis real 



(¿) En esta sección introducimos una importante diferencia entre el aná- 
lisis real y el complejo, a saber, que no podemos trazar la gráfica de 
una función compleja. Más bien, representamos una función compleja 
con dos figuras: la primera es un subconjunto S en el plano complejo, 
y la segunda, la imagen S f del conjunto S bajo un mapeo complejo. Se 
obtiene un entendimiento completo de un mapeo complejo cuando 
entendemos la relación entre cualquier conjunto Sy su imagen S 



(ii) Los mapeos complejos están estrechamente relacionados con las cur- 
vas paramétricas en el plano. En las últimas secciones, usamos esta re- 
lación para ayudar a visualizar los conceptos de límite, continuidad y 
derivabilidad de las funciones complejas. Las curvas paramétricas tam- 
bién serán de suma importancia en el estudio de las integrales comple- 
jas tanto como lo fueron en el estudio de las integrales de línea reales. 
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EJERCICIOS 2.2 Las respuestas a los problemas seleccionados con numeración impar ini- 
cian en la página RESP-6. 

En los problemas 1 a 8 proceda como en el ejemplo 1 o el ejemplo 2 para encontrar 
la imagen S ' del conjunto .Sbajo el mapeo complejo dado w = /(z). 

1. f(z) = iz; S es la recta horizontal y = 3 

2. /(z) = z; S es la recta y—x 

3. f(z) = 3z; 5 es el semiplano Im(z) > 2 

4. /(z) = 3 iz; 5 es la franja vertical infinita 2 < Re(z) < 3 

5. /(z) = (1 + i)z; S es la recta vertical x = 2 

6. /(z) = (1 — ¿)z; 5 es la recta y = 2x + 1 

7. /(z) = iz + 4; 5 es el semiplano Im(z) < 1 

8. /(z) = íz + z; 5 es la recta vertical x = 3 

En los problemas 9 a 14, determine la imagen de la recta dada bajo el mapeo com- 
plejo w — z 2 . 

9. y - 1 10. x—S 

11. x = 0 12. y = 0 

13. y—x 14. y = -x 

En los problemas 15 a 20, (a) trace la gráfica de la curva paramétrica Cdada por z(t) 
y describa la curva con palabras, (b) determine una parametrización de la imagen, 
C', de Cbajo el mapeo complejo dado w — f(z ), y (c) trace la gráfica C' y describa 
esta curva con palabras. 

15. z (t) = 2(1 - /) + it, 0 < / < 1; f(z) = 3z 

16. z(t) = ¿(1 — t) + (1 4* i)t, 0 < t < oo; /(z) = — z 

17. z (t) = 1 + 2e'\ 0 < t < 2tt, f(z) = z + 1 - i 

18. z(í) = í + í' 1 , 0 < t < 7T, /(z) = (z — í) 2 . 

19. z(t) = t, 0 < t < 2; /(z) =^ 1 

20. z(í) =4^ ,r , 0< /<tt, /(z) =Re(z) 

En los problemas 21 a 26, utilice parametrizaciones para encontrar la imagen, C', 
de la curva Cbajo el mapeo complejo dado w = /(z). 

21. /(z) = z 3 ; Ces el eje imaginario positivo 

22. /(z) = iz; Ces la circunferencia |z — 1 1 = 2 

23. /(z) = 1/z; Ces la circunferencia |z| = 2 

24. /(z) = 1/z; Ces el segmento de recta de 1 - i a 2 - 2i 

25. f(z) = z-ff; Ces la semicircunferencia de la circunferencia unitaria |z| = 1 en 
el semiplano superior Im(z) > 0 

26. /(z) = e z ; Ces el rayo que sale del origen y que contiene a 2 + \/3 i. 



Enfocando los conceptos 



27. En este problema encontraremos la imagen de la recta x = 1 bajo el mapeo 
complejo w = 1/z. 

(a) La recta x = 1 consiste de todos los puntos z = 1 + iy donde — oo < y < oo. 
Determine las partes real e imaginaria u y v de f(z) — 1/z en un punto z = 
1 + iy en esta recta. 
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(b) Demuestre que (m — ^y + v 2 = ^ para las funciones uy t/del inciso (a). 

(c) Con base en el inciso (b), describa la imagen de la recta x = 1 bajo el mapeo 
complejo w = 1/z. 

(d) ¿Hay un punto en la recta x = 1 que se mapee en 0? ¿Quiere modificar su 
descripción de la imagen del inciso (c)? 

28. Considere la parametrización z(t) = ¿(1 — /) + 3/, 0 < t < 1. 



(a) Describa con palabras esta curva paramétrica. 

(b) ¿Cuál es la diferencia entre la curva en el inciso (a) y la curva definida por 
la parametrización z(t) = 3(1 - t) + it, 0 < t < 1? 

(c) ¿Cuál es la diferencia entre la curva en el inciso (a) y la curva definida por 

la parametrización z(t) = 4- i (l — 0 < t < 2? 

(d) Determine una parametrización del segmento de recta de 1 4- 2i a 2 4- i 
donde el parámetro satisface 0 < t < 3. 

29. Utilice parametrizaciones para encontrar la imagen de la circunferencia | z - z Q \ 

— R bajo el mapeo f{z) = iz - 2. 

30. Considere la recta y — mx + b en el plano complejo. 

(a) Dé una parametrización z(t) para la recta. 

(b) Describa con palabras la imagen de la recta bajo el mapeo complejo w = z 
+ 2 - Si. 



(c) Describa con palabras la imagen de la recta bajo el mapeo complejo w = Sz. 

31. El mapeo complejo xu = z se llama reflexión respecto al eje real. Explique 
por qué. 

32. Sea f(z) = az donde a es una constante compleja y | a\ = 1. 

(a) Demuestre que |/(z,) - f(zj | = \z l — z 2 \ para todos los números complejos 

¿i y 2g. 

(b) Dé una interpretación geométrica del resultado del inciso (a). 

(c) ¿Qué le dice su respuesta al inciso (b) respecto de la imagen de una circun- 
ferencia bajo el mapeo complejo tu = az ? 



33. En este problema investigamos el efecto del mapeo w = az , donde a es una cons- 
tante compleja y a 0, en ángulos formados entre los rayos que salen del origen. 



(a) Sea Cun rayo en el plano complejo que sale del origen. Utilice parametri- 
zaciones para demostrar que la imagen C de Cbajo iv= az es también un 
rayo que sale del origen. 

(b) Considere dos rayos y C 0 que salen del origen tal que C x contiene al 
punto Zj = a, 4- ib x y C 2 contiene al punto z^ = a í¿ + ib 2 . En cálculo de varias 
variables, vio que el ángulo 6 entre los rayos C, y C 2 (que es igual al ángulo 
entre los vectores de posición (a,, y (a 2 , b 2 )) está dado por: 



0 = árceos 



a\ ü'i + b\ b¿ 



x/aj + y/ a¡ 4 - 



= árceos 



/Z]Z2"FZ]Z2'\ . - . . 

iTWÑ-j- < 14 » 



Sean C\ y C' 2 las imágenes de Cj y C 2 bajo w = az. Utilice los incisos (a) y 
(14) para demostrar que el ángulo entre C¡ y C 2 es igual que el ángulo 
entre C } y C 2 . 



34. Considere el mapeo complejo w — z 2 . 



(a) Repita el problema 33 (a) para el mapeo w = z 2 . 



(b) Experimente con diferentes rayos. ¿Qué efecto hace el mapeo complejo 
w = z 2 que parezca que hay ángulos entre los rayos que salen del origen? 
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Tareas del laboratorio de cómputo 



En los problemas 35 al 38, utilice un SAC para (a) para trazar la imagen de la cir- 
cunferencia unitaria bajo el mapeo complejo dado w = /(z), y (b) trace la imagen 
del segmento de recta de 1 a 1 4 i bajo el mapeo complejo dado iv = f(z). 

35. f(z) = z 2 4 (1 4 i)z - 3 36. f(z) = ir 3 + z - i 

37. /(z) = z 4 - z 38. /(z) = z s - z 



2.3 Mapeos lineales 

Recuerde que una función real de la forma f(x) = ax 4 b donde ay b son cualesquiera consr 
tantes reales se llama función lineal. De acuerdo con las similitudes entre el análisis real y 
complejo, definimos función lineal compleja como una función de la forma /(z) = az 4- b donde 
ay b son constantes complejas cualesquiera. Al igual que con las funciones lineales reales, 
que son los tipos de funciones reales más fáciles de graficar, las funciones lineales complejas son 
los tipos más fáciles de funciones complejas para visualizar como mapeos del plano comple- 
jo. En esta sección, mostraremos que cada mapeo lineal complejo no constante se puede 
describir como una composición de tres tipos básicos de movimientos: una traslación, una 
rotación y una ampliación, respectivamente. 




Antes de ver en lo general el mapeo lineal complejo /(z)= az 4 b , investiga- 
remos tres tipos de mapeos lineales, llamados traslación, rotación y amplifica- 
ción. A lo largo de esta sección usaremos los símbolos T, Ry M para representar 
mapeos por traslación, rotación y amplificación respectivamente. 

Traslaciones Una función lineal compleja 

T(z) — z 4 b, b^ 0, (1) 

se llama traslación. Si hacemos z = x 4 iy y b = x 0 4 iy 0 en (1) entonces 
obtenemos: 



T(z) = (x + iy) 4 (x fí 4 iy Q ) = x 4 x Q 4 i(y 4 y Q ). 

Por lo que la imagen del punto (x, y) bajo T es el punto (x4 x 0 , y 4 y 0 ) . De la 
figura 2.3.1 vemos que si trazamos (x, y) y (x 4 x 0 , y 4 y Q ) en la misma copia 
del plano complejo, entonces el vector cuyo origen es (x, y) y terminación en 
(x 4 x 0 , y 4 y Q ) es (x Q , y 0 ), equivalentemente, si trazamos la gráfica de z y de 
T{z) en la misma copia del plano complejo, entonces el vector cuyo origen 
es z y terminación en T(z) es (x 0 , y 0 ). Por tanto, el mapeo lineal T(z) — z 4 
b se puede visualizar en una sola copia del plano complejo como el proceso 
de trasladar el punto z a lo largo del vector (^, y Q ) al punto T(z). Ya que ( x Q , y 0 ) 
es la representación vectorial del número complejo b> el mapeo T(z) = z4 b es 
también llamado traslación por b. 



EJEMPLO 1 Imagen de un cuadrado bajo traslación 

Encuentre la imagen S ' del cuadrado Scon vértices en 1 4 i, 2 4 i , 2 4 2i, y 
14 2/ bajo el mapeo lineal T(z) = z 4 2 — i. 

Solución Representaremos a Sy a S r en la misma copia del plano complejo. 
El mapeo Te s una traslación, y así S' se puede determinar como se muestra 
a continuación. 
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1 2 3 



- S.2 Imagen de un cuadrado bajo 

Tasación 




Identificando 6=2 4* ¿( — 1) en (1), dibujamos al vector (2, -*1) cuyo origen es 
cada punto de S. Vea la figura 2.3.2. El conjunto de puntos terminales de estos 
vectores es S', la imagen de S bajo 7. Examinando la figura 2.3.2 vemos que S' 
es un cuadrado con vértices en: 

T( 1 4- i) = (1 + i) + (2-0=3 jT(2 4- i) = (2 + i) 4* (2 - i) = 4 

7(2 + 2¿) = (2 + 2¿) + (2 - i) = 4 + i 7(1 4- 2 i) = (1 4- 2 i) + (2 - •) - 3 + i. 

Por tanto, el cuadrado S que se muestra en color en la figura 2.3.2 se mapea en 
el cuadrado S' que se muestra en negro por la traslación 7(z) = z 4- 2 — i. L) 

De nuestra descripción geométrica, vemos que una traslación no cam- 
bia la forma o tamaño de una figura en el plano complejo. Es decir, la ima- 
gen de una recta, circunferencia o triángulo bajo una traslación también 
será una recta, circunferencia o triángulo, respectivamente. Vea los proble- 
mas 23 y 24 en los ejercicios 2.3. Un mapeo con esta propiedad a veces es 
llamado movimiento rígido. 

i 

Rotaciones Una función lineal compleja 

R(z) = az, | a\ = 1, (2) 

se llama rotación. Aunque puede parecer que el requisito \a\ = 1 es una 
restricción importante en (2), no lo es. Considere que la constante a en (2) 
es una constante compleja. Si a es cualquier número complejo diferente de 
cero, entonces a = ot/\a\ es un número complejo para el que |a| = 1. Por 
lo que, para cualquier número complejo oc diferente de cero, tenemos que 
R(z) = i — r z es una rotación. 

M 

Considere la rotación R dada por (2) y, por el momento, suponga que 
Arg(a) > 0. Ya que | a\ = 1 y Arg(a) > 0, podemos escribir a en forma exponen- 
cial como a = e l 6 con 0 < 6 < n. Si hacemos a = e l ° y z = re !Ó en (2), entonces 
por la propiedad (6) de la sección 2.1 obtenemos la siguiente descripción de R: 

R(z) =e ie re i4> =re i(e+<t>) . (3) 

De (3), vemos que el módulo de R(z) es r, que es el mismo que el módulo 
de z. Por tanto, si zy R(z) se dibujan en la misma copia del plano complejo, 
entonces ambos puntos se encuentran en una circunferencia centrada en 0 
con radio r. Vea la figura 2.3.3. Observe también de (3) que un argumento 
de R(z) es 6 4- </>, que es 6 radianes mayor que un argumento de z. Por tanto, 
el mapeo lineal R(z) = az se puede visualizar en una sola copia del plano 
complejo como el proceso de rotación del punto z en contra del sentido de 
las manecillas del reloj a través de un ángulo de 6 radianes alrededor del 
origen al punto R(z). Vea la figura 2.3.3. En una forma similar, si Arg(a) < 0, 
entonces el mapeo lineal R(z) = az se puede visualizar en una sola copia del 
plano complejo como el proceso de girar puntos en el sentido de las manecillas 
del reloj a través de un ángulo de 6 radianes alrededor del origen. Por esta 
razón al ángulo 6 = Arg(a) se le llama ángulo de rotación de R 



EJEMPLO 2 Imagen de una recta bajo rotación 

Encuentre la imagen del eje real y = 0 bajo el mapeo lineal 

R(z) = (|n/2 + Í\/2í) z. 
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Figura 2.3.4 Imagen de una recta bajo 
rotación 




Figura 2.3.3 Ampliación 



Solución Sea que C denote el eje real y = 0 y sea que C' denote la imagen de 
C bajo R Ya que 1 1 v/2 4- | v/2 i \ — 1 , el mapeo complejo R(z) es una rotación. 
Con la finalidad de determinar el ángulo de rotación, escribimos el número 
complejo ^\/2 + |\/2 i en forma exponencial |\/2 + = e t7T/A . Si zy 

R(z) se dibujan en la misma copia del plano complejo, entonces el punto zse 
gira en contra de las manecillas del reloj 7r/4 radianes alrededor del origen 
al punto R(z). La imagen C' es, por tanto, la recta v = u , que contiene al 
origen y hace un ángulo de tt/4 radianes con el eje real. Este mapeo está di- 
bujado en una sola copia del plano complejo en la figura 2.3.4 donde el eje 
real que se muestra en color se mapea en la recta que se muestra en negro 
por R(z) = \/2 -f \\/2i) z. □ 

Como con las traslaciones, las rotaciones son movimientos rígidos y no 
cambiarán la forma o tamaño de una figura en el plano complejo. Por lo 
que, la imagen de una recta, circunferencia o triángulo bajo una rotación 
también será una recta, circunferencia o triángulo, respectivamente. 

Ampliaciones El último tipo de función lineal especial que consideramos 
es una ampliación. Una función lineal compleja 



M(z) = az, a > 0, (4) 

se llama ampliación. Recuerde de las Observaciones del final de la sección 1.1 
que puesto que no existe el concepto de orden en el sistema de números com- 
plejos, está implícito en la desigualdad a > 0 que el símbolo a representa un 
número real. Por tanto, si z = x + iy , entonces Af(z) = az = ax 4- iay , y así la 
imagen del punto (x, y) es el punto ( ax, ay). Utilizando la forma exponencial 
z = re ld de z, podemos también expresar la función en (4) como: 

M(z) = a(re ie ) = ( ar)e ie . (5) 

El producto ar en (5) es un número real positivo ya que tanto a como r son 
números reales positivos, y de aquí que la magnitud de Af(z) es ar. Suponga 
que a > 1. Entonces de (5) tenemos que los puntos complejos z y M(z) tie- 
nen el mismo argumento 0 pero diferente módulo r< ar. Si dibujamos tanto 
a z como a M(z) en la misma copia del plano complejo, entonces Aí(z) es el 
único punto en el rayo que sale de 0 y que contiene a z cuya distancia desde 
0 es ar. Ya que a > 1, Aí(z) está a a veces más lejos del origen que z. Por lo 
que, el mapeo lineal Aí(z) = az se puede visualizar en una sola copia del plano 
complejo como el proceso de ampliación del módulo del punto z por un factor 
de a para obtener el punto Aí(z) . Vea la figura 2.3.5. El número real a se llama 
factor de ampliación de M Si 0 < a < 1, entonces el punto M(z) está a aveces 
más cerca del origen que el punto z. Este caso especial de una ampliación se 
llama contracción. 



EJEMPLO 3 Imagen de una circunferencia bajo ampliación 

Encuentre la imagen de la circunferencia C dada por |z| = 2 bajo el ma- 
peo lineal Aí(z) = 3z. 

Solución Ya que M es una ampliación con factor de ampliación de 3, cada 
punto en la circunferencia | z| = 2 se mapeará en un punto con el mismo ar- 
gumento pero con módulo ampliado por 3. Por lo que cada punto en la ima- 
gen tendrá un módulo 3*2 = 6. Los puntos imagen pueden tener cualquier 
argumento ya que los puntos z en la circunferencia |z| = 2 pueden tener 
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circunferencia 



cualquier argumento. Por tanto, la imagen C es la circunferencia w\ = ¡ centra- 
da en el origen y tiene radio 6. En la figura 2.3.6 ilustramos este mapeo en 
una sola copia del plano complejo. Bajo el mapeo M(z) = 3 2, la circunferen- 
cia C que se muestra en color en la figura 2.3.6 se mapea en la circunferencia 
C que se muestra en negro en la figura 2.3.6. □ 

Aunque un mapeo de ampliación cambiara el tamaño de una figura en el 
plano complejo, éste no cambiará su forma básica. Por ejemplo, la imagen de 
un triángulo Sbajo una ampliación Aí(z) = azes también un triángulo S'. 
Ya que las longitudes de los lados de S ' son todas a veces mayores que las 
longitudes de los lados S, se tiene que 5 y S' son triángulos semejantes. 

Mapeos lineales Estamos ahora listos para mostrar que un mapeo lineal 
general /(z) = az + bes una composición de una rotación, una ampliación y 
una traslación. Recuerde que si /v gson dos funciones, entonces la composi- 
ción de fy ges la función /(o g definida por f o g(z) = f{g{z)). El valor w = / 
o g(z) se determina evaluando primero la función gen z, y después evaluando 
la función /en g(z). En una forma similar, la imagen, S", de un conjunto Sbajo 
una composición w = /o g(z) se determina primero encontrando la imagen, 
S', de Sbajo g, y después encontrando la imagen S" de S' bajo / 

Ahora suponga que /(z) = az 4- b es una función lineal compleja. Supo- 
nemos que a =£ 0; por otra parte, nuestro mapeo sería el mapeo constante 
/(z) = b, que mapea cada punto en el plano complejo en el único punto b. Ob- 
serve que podemos expresar a /como: 



/(z) = az + b = \a 



i — rZ ] -f b. 

\a\ 



( 6 ) 



Ahora, paso por paso, investigamos qué pasa en un punto z 0 bajo la compo- 
sición en (6). Primero se multiplica a z 0 por el número complejo a/\a\. Ya 



que 



= pj = 1, el mapeo complejo w = ^-rz es una rotación que gira al 
\a\ ' m 



punto z 0 un ángulo de 6 = Arg j radianes alrededor del origen. El án- 



gulo de rotación también se puede escribir como 0 = Arg(a) ya que 1/| a\ es 
un número real. Sea z } la imagen de z 0 bajo esta rotación por Arg(a). El paso 
siguiente en (6) es multiplicar z } por | a\. Ya que | a\ > 0 es un número real, 
el mapeo complejo w = | a\z es una ampliación con un factor de ampliación 
| a\. Ahora sea z 2 la imagen de z } bajo la ampliación por ¡ a\. El último paso 
en nuestro mapeo lineal en (6) es sumar b a z 2 . El mapeo complejo w = z 4- b 
traslada a z , 2 por ben el punto iu 0 =/(z 0 ). Ahora resumimos esta descripción 
de un mapeo lineal. 



Imagen de un punto bajo un mapeo lineal 

Sea f(z) = az + b un mapeo lineal con a ^ 0 y sea z () un punto en el plano com- 
plejo. Si el pu nto w 0 = f(z^) se dibuja en la misma capia del pla no complejo como 
z 0 , en. tonces w Q es el punto obtenido 

( i ) girando z Q un ángulo Arg (a) alrededor del origen , 

( ii ) ampliando el resultado por \ a |, y 

( iii ) trasladando el resultado por b. 
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Ñola: ¡Es importante el orden con el que 
realizan los pasos en un mapeo lineal! 



Esta descripción de la imagen de un punto z 0 bajo un mapeo lineal tam- 
bién describe la imagen de cualquier conjunto de puntos 5. En particular, 
la imagen, 5', de un conjunto 5 bajo /(z) = az + ¿>es el conjunto de puntos 
obtenido al girar 5a través de Arg(fl), ampliado por | a\, y después trasladado 
por b. 

De (6) vemos que cada mapeo lineal complejo no constante es una com- 
posición de a lo sumo una rotación, una ampliación y una traslación. Enfati- 
zamos la frase “a lo sumo” con la finalidad de subrayar el hecho de que uno 
o más de los mapeos implicados puede ser el mapeo identidad /(z) = z (que 
mapea cada número complejo en sí mismo). Por ejemplo, el mapeo lineal 
/(z) = 3z + i implica una ampliación por 3 y una traslación por pero no 
una rotación. También es evidente de (6) que si a # 0 es un número com- 
plejo, R(z) es una rotación a través de Arg(a), Aí(z) es una ampliación por | a\, y 
T(z) es una traslación por b , entonces la composición /(z) = T o M o R(z) = 
T(M(R(z))) es una función lineal compleja. Además, ya que la composición 
de cualquier número finito de funciones lineales es de nuevo una función 
lineal, se tiene que la composición de muchas rotaciones finitas, ampliacio- 
nes y traslaciones es un mapeo lineal. 

Hemos visto que todas las traslaciones, rotaciones y ampliaciones con- 
servan la forma básica de una figura en el plano complejo. Un mapeo lineal, 
por tanto, también conservará la forma básica de una figura en el plano 
complejo. Esta observación es una propiedad importante de los mapeos 
lineales complejos que merece que se repita. 



Un inapeo lineal complejo w = az + b con ai 1 0 puede distorsionar el tamaño 
de una figura en el plano complejo , pero esto no puede alterar la f mina básica de 
la figura. 

Cuando se describe una función lineal como una composición de una 
rotación, una ampliación y una traslación, considere que el orden de com- 
posición es importante. Con la finalidad de ver que esto es así, considere el 
mapeo /(z) =2 z + que amplía en 2, después traslada por i\ así, 0 se mapea 
en i bajo /. Si invertimos el orden de la composición, es decir, si trasladamos 
por ¿, y después se amplía por 2, el efecto es 0 mapeado en 2 i. Por tanto, el 
invertir el orden de la composición puede dar como resultado un mapeo 
diferente. En algunos casos especiales, sin embargo, cambiando el orden 
de la composición no cambia el mapeo. Vea los problemas 27 y 28 en los 
ejercicios 2.3. 

Un mapeo lineal complejo siempre se puede representar como una 
composición en más de una forma. El mapeo complejo /(z) = 2z + i, por 
ejemplo, también se puede expresar como/(z) = 2(z + i/2). Por tanto, la 
ampliación por 2 seguida de una traslación por i es el mismo mapeo que 
una traslación de i/2 seguida por una ampliación de 2. 



EJEMPLO 4 Imagen de un rectángulo bajo un mapeo lineal 

Encuentre la imagen del rectángulo con vértices - 1 + i 1 + í, 1 T 2i y — 1 + 
2 i bajo el mapeo lineal /(z) = 4 iz + 2 + 3 i. 

Solución Sea 5 el rectángulo con los vértices dados y sea S' la imagen de 5 
bajo /. Ya que /es un mapeo lineal, nuestro análisis anterior implica que 5' 
tiene la misma forma que 5. Es decir, 5' es también un rectángulo. Por 
lo que, 
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(c) Traslación de 2 + 3/ 



Figura 2.3.7 Mapeo lineal de un rectángulo 



para determinar S', necesitamos encontrar sólo sus vértices, que son las imá- 
genes de los vértices de S bajo f 

/(- 1 + i) = -2 - i /(I + i) = -2 + 7 i 

/(I + 2í) = -6 + 7 i /(-l + 2í) - -6 - ¿ 

Por tanto, 5' es el rectángulo con vértices —2 — i, —2 4- 7¿, —6 4- 7 i y —6 — i 

□ 

El mapeo lineal /(z) = 4¿z + 2 4- 3¿ en el ejemplo 4 se puede también ver 
como una composición de una rotación, una ampliación y una traslación. 
Ya que Arg(4/j = 7t/2 y \4i\ = 4, /actúa girando un ángulo de n/2 radianes 
alrededor del origen, ampliando por 4, después trasladando por 2 + 3 i. Esta 
secuencia de mapeos está dibujada en la figura 2.3.7. En la figura 2.3.7(a), el 
rectángulo S que se muestra en color se gira un ángulo 7t/2 en el rectángu- 
lo Sj que se muestra en negro; en la figura 2.3.7(b), el rectángulo que se 
muestra en color se amplía por 4 en el rectángulo S 9 que se muestra en negro; 
y por ultimo, en la figura 2.3.7(c), el rectángulo S 2 que se muestra en color se 
traslada por 2 4- 3 i en el rectángulo S'que se muestra en negro. 



EJEMPLO 5 Mapeo lineal de un triángulo 

Determine una función lineal compleja que mapea el triángulo equilátero 
con vértices 1 4 2 4 i, y | 4 (l 4 ¿\/3) i en el triángulo equilátero con 

vértices i, \/3 4- 2i y 3 i. 

Solución Sea que Sj denote el triángulo con vértices 1 + i, 2 *4 i y 
| + (l 4 |\/3) i que se muestra a color en la figura 2.3.8(a), y sea S' el 
triángulo con vértices i, 3 y \/3 4- 2 i que se muestra en negro en la figura 
2.3.8 (d). Hay muchas maneras de encontrar un mapeo lineal que mapee S } 
en S'. Un método es el siguiente: Primero trasladamos a S } para tener uno 
de sus vértices en el origen. Si decidimos que el vértice 1 4* i se debe mapear 
en 0, entonces esto se logra con la traslación 7j(z) = z - (1 +¿). Sea S 9 la ima- 
gen de Sj bajo T y Entonces S () es el triángulo con vértices 0, 1, y | ~ \/3¿ que 

se muestra en negro en la figura 2.3.8 (a). De la figura 2.3.8 (a), vemos 
que el ángulo entre el eje imaginario y el lado de S c> que contiene a los 
vértices 0 y £ 4- ~\/3 i es 7t/6. Por lo que, una rotación de un ángulo de 
7t/6 radianes en sentido contrario de las manecillas del reloj alrededor del 
origen mapea a S 2 en un triángulo con dos vértices en el eje imaginario. Este 
giro está dado por R(z) = ( e i7r/ 6 ) z = (^\/3 4- z, y la imagen de ^ bajo 

R es el triángulo S 3 con vértices en 0, | \/3 + £ i> e i que se muestra en negro 
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en la figura 2.3.8(b). Es fácil comprobar que cada lado del triángulo S 3 mide 1. 
Ya que cada lado del triángulo S' deseado mide 2, enseguida ampliamos 

5 3 en un factor de 2. La ampliación M(z) = 2 z mapea el triángulo $ 3 que se 
muestra en color en la figura 2.3.8(c) en el triángulo con vértices 0, y/3 + i 
y 2 i que se muestra en negro en la figura 2.3.8(c). Por último, trasladamos S 4 
por i utilizando el mapeo T 2 (z) = z + i. Esta traslación mapea el triángulo 

5 4 que se muestra en color en la figura 2.3.8(d) en el triángulo S' con vértices 
i, >/3 4* 2 i y 3 i que se muestra en negro en la figura 2.3.8(d). 







Figura 2.3.8 Mapeo lineal de un triángulo 



En conclusión, hemos encontrado que el mapeo lineal: 

f(z) = r 2 o M o R o Ti (z) = (v/s + z + 1 - \/S + \íl i 
mapea al triángulo S 1 en el triángulo S ' . 



Observaciones 



Comparación con el análisis real 



El estudio del cálculo diferencial se basa en el principio de que las fun- 
ciones reales son los tipos de funciones que son más fáciles de entender 
(ya sea que se trate de un punto de vista algebraico, numérico o gráfico). 
Uno de los muchos usos de la derivada de una función real /es encon- 
trar una función lineal que aproxime a/en una vecindad de un punto * 0 . 
En particular, recuerde que la aproximación lineal de una función 
derivable f(x) en x = x 0 es la función lineal l(x) = f(x 0 )+f(x 0 ) (x - x 0 ). 
Geométricamente, la gráfica de la aproximación lineal es la recta tan- 
gente a la gráfica / en el punto (x () , f(x 0 )). Aunque hay una interpreta- 
ción geométrica análoga para las funciones complejas, la fórmula de la 
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aproximación lineal se puede aplicar a las funciones complejas una vez 
que se da una definición apropiada de la derivada. Es decir, si /'(z () ) re- 
presenta la derivada de la función compleja /(z) en z 0 (ésta se definirá en 
la sección 3.1), entonces la aproximación lineal de /en una vecindad de 
Zq es la función lineal compleja l(z) —f(z Q ) + /'(z 0 ) (z — z 0 ). Geométrica- 
mente /(z) aproxima a/(z) actuando como un mapeo complejo cerca del 
punto Zq. Por ejemplo, veremos en el capítulo 3 que la derivada de la fun- 
ción compleja/(z) = z 2 es/' (z) = 2 z. Por tanto, la aproximación lineal de 
/(z) = z 2 enz u = 1 + ¿es/(z) = 2 i + 2(1 H-í) (z — 1 — f) = 2\/2 (e tn/4 z)-2i. 
Cerca del punto z = 1 -fi i el mapeo w = z 2 se puede aproximar con el 
mapeo lineal que consiste de la composición de la rotación de un án- 
gulo de 7t/4, la ampliación por 2 y/2 y la traslación de -2¿. En la figura 
2.3.9, la imagen de la circunferencia ¡ z — ( 1 + i) | = 0.25 bajo /se muestra 
en negro y la imagen de esta circunferencia bajo / se muestra a color. En 
la figura 2.3.9 se indica que para la circunferencia |z - (1 + ¿)| = 0.25, 
el mapeo lineal / da una aproximación precisa del mapeo complejo /. 



EJERCICIOS 2.3 Las respuestas a los problemas seleccionados con numeración impar ini- 
cian en la pági n a RESP-7. 

En los problemas 1 a 6 (a) encuentre la imagen del disco cerrado \z\ < 1 bajo el 
mapeo lineal dado w = f(z) y (b) represente el mapeo lineal con una secuencia de 
gráficas como en la figura 2.3.7. 

1. f(z) = z + 3 i 2. /(z) = z + 2 — i 

3. /( z) =5tz 4. /(z) = (1 + i)z 

5. /(z) =2 z - i 6. /( z) = (6 - 5¿)z + 1—3/ 



En los problemas 7 a 12 (a) determine la imagen del triángulo con vértices 0, 1 e i 
bajo el mapeo lineal dado io = f(z) y (b) represente el mapeo lineal con una secuen- 
cia de gráficas como se muestra en la figura 2.3.7. 



7. /( z) = z + 2/ 
9. /(z) =*e ilr/4 z 



8. /(z) = 3z 
10. /(z) = *-¿z 



11. /(z) = — 3z + i 



12. /(z) -(1-0* -2 






En los problemas 13 a 16, exprese el mapeo lineal dado w = /(z) como una com- 
posición de una rotación, una ampliación, y una traslación como en (6). Después 
describa con palabras la acción del mapeo lineal. 



13. /(z) = 3/z +4 

15. /(z) + 1 - \/3 i 



14. /(z) = 5 ^cos y + ¿sen y jz + 7 i 
16. /(z) = (3 — 2¿)z +12 



En los problemas 17 a 20 determine un mapeo lineal que mapea el conjunto S en el 
conjunto S'. (Nota: puede haber más de un mapeo lineal que funcione). 

17. Se s el triángulo con vértices 0, 1 y 1 + ¿. S' es el triángulo con vértices 2¿, 3¿ y 
-1 + 3¿. 

18. .Ses la circunferencia ¡z - 1 1 = 3. S’ es la circunferencia | w + ¿| = 5. 

19. S es el eje imaginario. 5' es la recta que pasa por los puntos ¿y 1 + 2 ¿. 

20. Se s el cuadrado con vértices 1 + ¿, — 1 + ¿, — 1 — i y 1 — i. S ' es el cuadrado con 
vértices 1, 2 + ¿, 1 + 2¿ e i. 
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21. Determine dos diferentes mapeos lineales que mapeen el cuadrado con vérti- 
ces 0 , 1, 1 + i e í, en el cuadrado con vértices - 1 , 0 , i, — 1 + i. 

22. Determine dos diferentes mapeos lineales que mapeen el semiplano Re(z) > 2 
en el semiplano Re(w) > 5. 

23. Considere el segmento de recta parametrizado por z(t) = z Q (l - /) + z l t, 0 < t < 1. 

(a) Determine una parametrización de la imagen del segmento de recta bajo 
la traslación T(z) = z + b, b 4- 0. Describa la imagen con palabras. 

(b) Encuentre una parametrización de la imagen del segmento de recta bajo la 
rotación R{z) = az, ¡ a\ — 1. Describa con palabras la imagen. 

(c) Determine una parametrización de la imagen del segmento de recta bajo 
la ampliación M{z) = az, a > 0. Describa la imagen con palabras. 

24. Repita el problema 23 para la circunferencia parametrizada por z(í) — z 0 + re ü , 
0 < t < 2tt. 

25. En los incisos (a) al (c), exprese la composición de mapeos dada como un ma- 
peo lineal /(z) = az + b. 

(a) rotación de 7t/4, ampliación por 2 y traslación por 1 + i 

(b) ampliación por 2, traslación por \/2 y rotación de 7t/4 

(c) traslación por rotación de tt/4, después ampliación por 2 

(d) ¿Qué nota de los mapeos lineales en los incisos (a) al (c)? 

26. Considere el mapeo lineal complejo f(z) = (l + \/3 t) z + ¿. En cada inciso, 
determine la traslación T, rotación R y ampliación M que satisfacen la ecua- 
ción dada y después describa el mapeo / con palabras utilizando T, R y M. 

(a) /(z) = ToM o R(z) (b)/(z) = M o ToR(z) 

(c) /(z) = R o Ai o T(z) 



Enfocando los conceptos 



27. (a) Pruebe que la composición de dos traslaciones T x (z) = z 4* b y b x ± 0 y 7 2 (z) 

= z + b 2 & 0, es una traslación o es el mapeo identidad. ¿Importa el 
orden de la composición? 

(b) Demuestre que la composición de dos rotaciones R x (z) = a^z, \a } \ = 1, y 
7*2 (z) = a 2 z, \a 2 \ = 1, es un rotación o es el mapeo identidad. ¿Importa el 
orden de la composición? 

(c) Pruebe que la composición de dos ampliaciones Aíj(z) = a x z, a x > 0, y M ¿ (z) 
= a l¿ z, a 2 > 0, es una ampliación o es el mapeo identidad. ¿Importa el orden 
de la composición? 

28. Decimos que dos mapeos / y ^conmutan si /o g(z) = g o /(z) para toda z. Es decir, 
dos mapeos conmutan si el orden con el que componen no cambia el mapeo. 

(a) ¿Pueden conmutar una traslación y una rotación distinta de la identidad? 

(b) ¿Pueden conmutar una traslación y una ampliación distinta de la identidad? 

(c) ¿Pueden conmutar una rotación distinta de la identidad y una ampliación 
distinta de la identidad? 

29. Recuerde del problema 31 de los ejercicios 2.2 que el mapeo /(z) = z se llama 
reflexión alrededor del eje real. Utilizando el mapeo f(z) — z y cualquier ma- 
peo lineal, determine un mapeo gque refleje alrededor del eje imaginario. Es 
decir, exprese el mapeo g{x + iy) = — x + iy en términos de constantes comple- 
jas y el símbolo z. 

30. Describa cómo obtener la imagen iv 0 = /(z 0 ) de un punto z 0 bajo el mapeo f(z) 
= az + be n términos de traslación, rotación, ampliación y reflexión. 





2.3 
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31. ¿Qué puede decir respecto de un mapeo lineal / si sabe que 
todo número complejo z? 

32. ¿Qué puede decir respecto de un mapeo lineal / si sabe que | z 2 
/(Zj)| para todos los números complejos z x y z 2 ? 

33. Un punto fijo de un mapeo / es un punto z Q con la propiedad /(z 0 ) = z Q . 

(a) ¿El mapeo lineal /(z) = az + ¿ tiene un punto fijo z Q ? Si es así, entonces 
determine z 0 en términos de ay b. 

(b) Dé un ejemplo de a mapeo lineal complejo que no tenga puntos fijos. 

(c) Dé un ejemplo de un mapeo lineal complejo que tenga más de un punto 
fijo. [Sugerencia: Hay sólo uno de tales mapeos.] 

(d) Demuestre que si z 0 es un punto fijo del mapeo lineal complejo /y si / con- 
muta con el mapeo lineal complejo g (vea el problema 28), entonces z () es un 
punto fijo de g. 

34. Suponga que el conjunto S se mapea en el conjunto S ' con el mapeo complejo w 
— f(z). Si S = S' como subconjuntos de una sola copia del plano complejo, enton- 
ces se dice que 5 es invariante bajo /. Observe que no es necesario que/(z) = z 
para toda z en S para que 5 sea invariante bajo / 

(a) Explique por qué el disco cerrado | z| < 2 es invariante bajo la rotación R(z ) 
= az, | a\ — 1. 

(b) ¿Cuáles son los conjuntos invariantes bajo una traslación T(z) = z + b,bi= 0? 

(c) ¿Cuáles son los conjuntos invariantes bajo una ampliación M(z) — az, a> 0? 

35. En este problema se muestra que un mapeo lineal está determinado únicamen- 
te por las imágenes de dos puntos. 

(a) Sea f(z) = az + ¿una función lineal compleja con a # 0 y suponga que f(z x ) 
= w x y /(z 2 ) = w 2 . Determine dos fórmulas que expresen a ay ¿en términos 
de z p z 2 , w x y iv r Explique por qué estas fórmulas implican que el mapeo 
lineal /esta únicamente determinado por las imágenes de dos puntos. 

(b) Muestre que una función lineal no está únicamente determinada por la 
imagen de un punto. Es decir, determine dos diferentes funciones lineales 
í\ Y U c l ue c °ncuerden en un punto. 

36. Determine una función lineal compleja /(z) = az + ¿ que gire el punto z en 
sentido contrario de las manecillas del reloj un ángulo de 0 radianes alrededor 
del punto z Q en el plano complejo. [ Sugerencia : Por el problema 35, este mapeo 
está únicamente determinado por las imágenes de dos puntos]. 

37. (a) Dados dos números complejos y w 2 , ¿siempre existe una función lineal 

que mapee 0 en w x y 1 en w 2 ? Explique. 

(b) Dados tres números complejos w v w 2 y w v ¿siempre existe una función 
lineal que mapee Oen w,, 1 en w 2 , e i en w $ } Explique. 

38. En el capítulo 1 usamos la desigualdad del triángulo para tener cotas en el 
módulo de ciertas expresiones de z dando una cota en el módulo de z. Por 
ejemplo, si |z¡ < 1, entonces | (1 + i)z — 2| < 2 + V2. Justifique esta desigual- 
dad utilizando mapeos lineales, después determine un valor de z para el cual 

|(l+í)*-g|=2 + vf. 

39. Considere la función compleja /(z) = 2¿z + 1 — í definida en el anillo cerrado 
2 < |z| < 3. 

(a) Utilice mapeos lineales para determinar las cotas superior e inferior en el 
módulo de/(z) = 2¿z + 1 — i. Es decir, determine los valores reales Ly M 
tales que L < \2iz 4- 1 - i\ < M. 



1*1 = l/(*)l para 

— z J = !/(**) — 
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(b) Determine los valores de zque alcanzan sus cotas en (a). En otras palabras, 
determine z 0 y z } tal que !/(z 0 ) I = Ly |/(z,)| = Ai. 

(c) Determine las cotas superior e inferior en el módulo de la función g(z) = 
l//(z) definida en el anillo cerrado 2 < I z\ < 3. 



Proyectos 



40. Grupos de isometrías En este proyecto investigamos la relación entre el aná- 
lisis complejo y la geometría euclidiana del plano cartesiano. 

La distancia euclidiana entre dos puntos (*,, y } ) y (x 2 , y 2 ) en el plano car- 
tesiano es 

Vi), (^2 » y 2) ) = yj (*2 - *i ) 2 + (y 2 -yi ) 2 • 

Por supuesto, si consideramos las representaciones complejas z x = x } 4* iy } y z» 
= x 2 •+■ iy 2 de estos puntos, entonces la distancia euclidiana está dada por el 
módulo 



d(Zj f £9) | ^2 ! • 

Una función del plano al plano que conserva la distancia euclidiana entre cada 
par de puntos se llama una isometría euclidiana del plano. En particular, un 
mapeo complejo w = /( z) es una isometría euclidiana del plano si 

I** - z,l = !/(*,) - 7(^)1 

para cada par de números complejos z x y z, r 

(a) Demuestre que cada mapeo lineal de la forma f(z) = az+ b, donde | a\ = 1 
es una isometría euclidiana. 

Un grupo es una estructura algebraica que se presenta en varias áreas de las 
matemáticas. Un grupo es un conjunto G junto con un tipo especial de función 
* de G x G a G. La función * es llamada operación binaria en G, y se acostumbra 
utilizar la notación a * be n lugar de *(«, b) para representar un valor de *. Presen- 
tamos ahora la definición formal de un grupo. Un grupo es un conjunto G junto 
con una operación binaria * en G, que satisface las tres siguientes propiedades: 

(i) para todos los elementos a, by ren G, a * (b * c) = (a* b) * c, 

(ii) existe un elemento een G tal que e*a=a*e = a para todo a en G, y 

(iii) pata cada elemento a en G existe un elemento be n G tal que a * b = 
b* a = e. (El elemento b se llama inverso de a en G y se denota con a -1 .) 

Sea Isom (E) el conjunto de todas las funciones complejas de la forma f(z) — 
az 4- b y donde | a\ = 1. En lo que resta de este proyecto se le pide que demuestre 
que Isom + (E) es un grupo con la composición de funciones como la operación 
binaria. Este grupo se llama grupo de orientación-conservación de isometrías 
del plano euclidiano. 

(b) Demuestre que la composición de funciones es una operación binaria en 
Isom_(E). Es decir, demuestre que si / y gson funciones en Isonr (E). entonces 
la función f o g definida por f o g(z) = /(gU)) es un elemento en Isonv (E). 

(c) Demuestre que el conjunto Isom^(E) con la composición satisface la pro- 
piedad (i) de un grupo. 

(d) Demuestre que el conjunto Isom + (E) con composición satisface la pro- 
piedad (ii) de un grupo. Es decir, demuestre que existe una función ecn 
Isorm (E) tal que eo f= f o e — /para todas las funciones /en I$om + (E). 
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(e) Demuestre que el conjunto Isom^(E) con la composición satisface la pro- 
piedad (m) de un grupo. 



2.4 Funciones potencia especiales 

Una función poiinomial compleja es una función de la forma p ( z) = az" + a ,z' 1 + . . . + 
a } z + a () , donde n es un entero positivo y a n > a n _ v ...» a p a {) son constantes complejas; en gene- 
ral, un mapeo complejo poiinomial puede ser bastante complicado, pero en muchos casos 
especiales la acción del mapeo es fácil de entender. Por ejemplo, las funciones complejas 
lineales que se estudiaron en la sección 2.3 son polinomios complejos de grado n = 1. 

En esta sección estudiamos los polinomios complejos de la forma f(z) = z 77 , n > 2. A pesar 
de los mapeos lineales estudiados en la sección anterior, los mapeos u>= z 7 \ n > 2, no conser- 
van la forma básica de cada figura en el plano complejo. Asociada a la función z 77 , n > 2, tam- 
bién se tiene la función n-ésima raíz principal z 1 7? . Las funciones n-ésima raíz principal son fun- 
ciones inversas de las funciones z" definidas en un dominio suficientemente restringido. Por 
consiguiente, los mapeos complejos asociados a z” y z [/t! están estrechamente relacionados. 



Funciones potencia Recuerde que una función real de la forma f(x) = 
y 7 , donde a es una constante real, se llama función potencia. Formamos una 
función potencia compleja al permitir que la entrada o el exponente sea un 
número complejo. En otras palabras, una función potencia compleja es una 
función de la forma /(z) = z a donde o¡ es una constante compleja. Si o¿ es un 
entero, entonces la función potencia z a se puede evaluar utilizando las ope- 
raciones algebraicas de los números complejos del capítulo 1. Por ejemplo, 

z 2 = z • z v z -3 = . Podemos también utilizar las fórmulas para sacar 

z * z * z 

raíces de números complejos de la sección 1.4 y definir funciones potencia 
con exponentes fraccionarios de la forma 1/n. Por ejemplo, podemos definir 
z 1/4 como la función que da la cuarta raíz principal de z. En esta sección res- 
tringimos nuestra atención a las funciones especiales complejas de potencias 
de la forma z n y z 1 77 donde n > 2 y n es un entero. Funciones potencias comple- 
jas más complicadas tales como z v/2_7 se analizarán en la sección 4.2 después 
de la introducción de la función logaritmo complejo. 



2.4.1 La función potencia z” 

En esta subsección consideramos a las funciones complejas de potencia de la 
forma z n , n > 2. Es natural comenzar nuestra investigación con la más simple 
de estas funciones. La función potencia cuadrada compleja z 2 . 



La función z 1 Valores de la función potencia compleja /(z) = z 2 se de- 
terminan fácilmente utilizando la multiplicación compleja. Por ejemplo, en 
z = 2 - tenemos /(2 - i) = (2 - i) 2 = (2 — i) • (2 - i) = 3 - 4¿. En- 
tendiendo el mapeo complejo w = z 2 , sin embargo, requiere un poco más 
de trabajo. Empezamos por expresar este mapeo en notación exponencial 
sustituyendo el símbolo z con re l6 \ 

w = z 2 = (re ,e ) 2 = r 2 e l2e . (1) 

De (1 ) vemos que el módulo r 2 del punto wes el cuadrado del módulo rdel 
punto z, y que el argumento 20 de w es dos veces el argumento 0 de z. Si 
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Figura 2.4.1 El mapeo w — £ 



y 




(a) El arco circular Izl = 2 
w -z 2 



v 




(b) La imagen de C 
Figura 2.4.2 El mapeo zu = z 2 
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dibujamos tanto a z como a xv en la misma copia del plano complejo, entonces 
xv se obtiene ampliando z por un factor de ry después girando el resultado 
a través de un ángulo 0 alrededor del origen. En la figura 2.4.1 dibujamos 
la relación entre zy iv= z 2 cuando r> 1 y 0 > 0. Si 0 < r < 1, entonces z se 
contrae por un factor de r, y si 0 < 0, entonces la rotación es en el sentido 
de las manecillas del reloj. 

Es importante observar que la ampliación o la contracción de los factores 
y el ángulo de rotación asociado a xv = f(z) = z 2 dependen de donde se en- 
cuentre el punto zen el plano complejo. Por ejemplo, puesto que/(2) = 4, y 
f(i/ 2) = , el punto z = 2 es ampliado por 2 pero no se rota, mientras que 

el punto z = i/2 está contraído por | y gira un ángulo de 7t/2. En general, la 
función potencia cuadrada z 2 no amplía el módulo de puntos en la circun- 
ferencia unitaria | z| = 1 y no gira los puntos en el eje real positivo. 

La descripción del mapeo xv = z 2 en términos de una ampliación y rota- 
ción se puede usar para visualizar la imagen de algunos conjuntos especiales. 
Por ejemplo, considere un rayo que sale del origen y hace un ángulo de (f> con 
el eje real positivo. Todos los puntos de este rayo tienen un argumento de <£ 
así que las imágenes de estos puntos bajo xv = z 2 tienen un argumento de 
2 <¿>. Por lo que las imágenes se encuentran en un rayo que sale del origen y 
hace un ángulo de 2</> con el eje positivo real. Por otra parte, ya que el módulo 
p de un punto en el rayo puede tener cualquier valor en el intervalo [0, oo), el 
módulo p 2 de un punto en la imagen puede tener también cualquier valor 
en el intervalo [0, oo). Esto implica que un rayo que sale del origen haciendo 
un ángulo (f) con el eje real positivo se mapea en un rayo que sale del origen 
haciendo un ángulo 2</> con el eje real positivo por xv = z 2 . También pode- 
mos justificar esta propiedad del mapeo de z 2 parametrizando el rayo y su 
imagen utilizando (8) y (11) de la sección 2.2. 







EJEMPLO 1 Imagen de un arco circular bajo iv = z 2 

Determine la imagen del arco circular definido por | z| = 2, 0 < arg(z) < n/2 
bajo el mapeo xv = z 2 . 

Solución Sea Cel arco de circunferencia definida por |z| = 2, 0 < arg(z) < 
7r/2, mostrada en color en la figura 2.4.2 (a), y sea que C denote la imagen 
de C bajo xv = z 2 . Ya que cada punto en C tiene módulo 2 y puesto que el 
mapeo xv = z 2 eleva al cuadrado el módulo de un punto, se tiene que cada 
punto en C tiene módulo 2 2 = 4. Esto implica que la imagen C debe estar 
contenida en la circunferencia |w| = 4 centrada en el origen con radio 4. 
Ya que los argumentos de los puntos C toman cada uno de sus valores en 
el intervalo [0, 77-/2] y como el mapeo xv = z 2 duplica el argumento de un 
punto, se tiene que los puntos en C' tienen argumentos que toman en cada 
valor del intervalo [2 • 0, 2 • (7t/2)] = [0, ir]. Es decir, el conjunto C' es la 
semicircunferencia definida por xv = 4, 0 < arg(w) < tt. En conclusión, he- 
mos demostrado que xv = z 2 mapea el arco circular Cque se muestra a color 
en la figura 2.4.2 (a) en la semicircunferencia C' que se muestra en negro en 
la figura 2.4.2 (b) . Q 



Otra forma de encontrar la imagen del ejemplo 1 sería usando una 
parametrización. De (10) de la sección 2.2, el arco circular Cse puede pa- 
rametrizar con z(t) = 2e u , 0 < t < tt/2> y por (11) de la sección 2.2 de su 
imagen C está dada por xv(t) = f(z(t)) = 4¿ ,2/ , 0 < t < tt/2. Sustituyendo el 
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i. - -±mip!ano Re(z,) > 0 



w = z 2 

t 

V 




*- —.agen del semiplano en (a) 
2.4.3 El mapeo w = z 2 



parámetro ¿en u;(¿) con el nuevo parámetro 5 = 2¿, obtenemos W(s) = 4e l \ 

0 < s < 7r, que es una parametrización de la semicircunferencia | w\ = 4, 0 < 
arg(u>) < ir. 

En una forma similar, encontramos que la función potencia cuadrada 
mapea una semicircunferencia |z| = r, -tt/2 < arg(z) < 7t/2, en una circun- 
ferencia | a/| = r 2 . Puesto que el semiplano derecho Re(z) > 0 se compone del 
conjunto de semicircunferencias ¡z| = r, -tt/2 < arg(z) < tt/2, donde r toma 
cada valor del intervalo [0, oo), tenemos que la imagen de este semiplano con- 
siste del conjunto de circunferencias w = r donde r toma cualquier valor 
en [0, oo). Esto implica que w= z 2 mapea el semiplano derecho Re (z) > 0 en 
todo el plano complejo. Ilustramos esta propiedad en la figura 2.4.3. Obser- 
ve que las imágenes de dos semicircunferencias centradas en 0 se muestran 
a color en la figura 2.4.3(a) son las dos circunferencias que se muestran en 
negro en la figura 2.4.3(b). Puesto que w = z 2 eleva al cuadrado el módulo de 
un punto, la semicircunferencia de radio más pequeño de la figura 2.4.3(a) 
se mapea en la circunferencia de radio más pequeño de la figura 2.4. 3(b), 
mientras que el semicírculo con radio más grande de la figura 2.4.3(a) se ma- 
pea en la circunferencia de radio más grande de la figura 2.4.3(b). También 
vemos en la figura 2.4.3 que el rayo que sale del origen y que contiene al punto 

1 y el rayo que sale del origen y que contiene al punto —i son ambos mapea- 
dos en el eje real no positivo. Por lo que el eje imaginario que se muestra 
a color en la figura 2.4. 3 (a) se mapea en el conjunto compuesto del punto w 
= 0 junto con el eje u negativo que se muestra en negro en la figura 2.4.3(b). 

Con el fin de obtener un entendimiento más profundo del mapeo w = 
z 2 a continuación consideraremos imágenes de rectas horizontales y vertica- 
les en el plano complejo. 



EJEMPLO 2 Imagen de una recta vertical bajo w = z 2 

Determine la imagen de la recta vertical x = k bajo el mapeo w = z 2 . 



Solución En este ejemplo es conveniente trabajar con las partes real e imagi- 
naria de w = z 2 que, de (1) de la sección 2.1, son u(x, y) = y? — y 2 y v(x, y) = 
2xy, respectivamente. Puesto que la recta vertical x = k consta de los puntos 
z = k + iy, — oo < y < oo, se tiene que la imagen de esta recta se compone de 
todos los puntos u> = u + iv donde 

u = k 2 — y 2 , v = 2 ky, -oo < y < oo. (2) 

Si k 0, entonces podemos eliminar la variable y de (2) resolviendo la se- 
gunda ecuación para y = v/2K y después sustituyendo esta expresión en la 
ecuación y la desigualdad restantes. Después de la simplificación, se obtiene: 

v 2 

u = k 2 — — — oo < v <oo. (3) 



Así, la imagen de la recta x = k (con k ¥= 0) bajo w = z 2 es el conjunto de 
puntos en el plano w/que satisfacen (3). Esta imagen es una parábola que se 
abre en la dirección del negativo del eje u , tiene su vértice en ( fr , 0), y tiene 
su intercepción con el eje v en (0, ±2k 2 ). Observe que la imagen dada por 
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(a) Rectas verticales en el plano z 



W = Z 2 




(b) Las imágenes de las rectas de (a) 
Figura 2.4.4 El mapeo w = z 2 



(3) no cambia si k se sustituye por —k. Esto implica que si k 0, entonces 
las dos rectas verticales x = k y x = —k son mapeadas en la parábola u = k 2 
— i/ 2 /(4& 2 ) por w = z 2 . 

La acción del mapeo w = zr en las rectas verticales está dibujada en la 
figura 2.4.4. Las rectas verticales x = k> k # 0, que se muestra a color en 
la figura 2.4.4(a) se mapean en las parábolas que se muestran en negro 
en la figura 2.4.4 (b). En particular, de (3) tenemos que las rectas x = 3 y x = 
—3 que se muestran a color en la figura 2.4.4(a) se mapean en la parábola 
con vértice en (9, 0) que se muestra en negro en la figura 2.4.4(b). En una 
forma similar, las rectas x = ±2 se mapean en la parábola con vértice en 
(4, 0), y las rectas x = ±1 se mapean en la parábola con vértice en (1, 0). En el 
caso que k = 0, se tiene de (2) que la imagen de la recta x = 0 (que es el eje 
imaginario) está dada por: 



u = —y 2 , v = 0, —oo < y < oo. 

Por tanto, también tenemos que el eje imaginario se mapea en el eje real 
negativo por zo = z 2 . Vea la figura 2.4.4. O 



Con pequeñas modificaciones, se puede utilizar el método del ejemplo 
2 para mostrar que una recta horizontal y = k , k 0, se mapea en la pará- 
bola 



u = — - k ¿ 

4* 2 



(4) 



por w = z 2 . De nuevo vemos que la imagen en (4) no se modifica si k se sus- 
tituye por ~k, con lo que el par de rectas horizontales y=kyy = —kki 1 0, 
son mapeadas por w = z 2 en la parábola dada por (4). Si k = 0, entonces la 
recta horizontal y = 0 (que es el eje real) se mapea en el eje positivo real. Por 
tanto, las rectas horizontales y = k, k 0, que se muestra a color en la figura 
2.4.5 (a) se mapean por w — z 2 en las parábolas que se muestran en negro en 
la figura 2.4.5(b). En concreto, las rectas y = ±3 se mapean en la parábola 
con vértice en (-9, 0), y las rectas y = ±2 se mapean en la parábola con 
vértice en ( — 4, 0), y las rectas y = ±1 se mapean en la parábola con vértice 
en (-1,0). 



EJEMPLO 3 Imagen de un triángulo bajo w = z 2 

Determine la imagen del triángulo con vértices 0, 1 + ¿, y 1 — i bajo el mapeo 
w = z 2 . 

Solución Sea S el triángulo con vértices en 0, 1 + y 1 — y sea S f su ima- 
gen bajo w = z 2 . Cada uno de los tres lados de S se tratará por separado. El 
lado de Sque contiene los vértices 0 y 1 + / se encuentra en un rayo que sale 
del origen y hace un ángulo de 7i/4 radianes con el eje x positivo. En el 
análisis anterior, la imagen de este segmento deberá encontrarse en un 
rayo que hace un ángulo de 2(7t/4) = 7t/2 radianes con el eje positivo u. 
Además, puesto que el módulo de los puntos en el extremo que contiene a 0 
y a 1 + i varíamele 0 a y/2, el módulo de las imágenes de estos puntos varía de 
O 2 = 0 a ( v^) = 2. Así, la imagen de este lado es un segmento de recta ver- 
tical de 0 a 2 ¿, contenido en el eje v que se muestra en negro en la figura 
2.4.6(b). En una forma similar, encontramos, que la imagen del lado de 



2.4 Funciones potencia especiales 



77 



y 



3 




2 




1 




-2 -1 


1 2 3 


-1 




-2 









horizontales en el plano z 



S que contiene los vértices 0 y 1 - i es un segmento de recta vertical de 
0 a —2 i contenido en el eje v. Vea la figura 2.4.6. El lado que queda de S 
contiene los vértices 1 - i y 1 4- i. Este lado se compone del conjunto de 
puntos de z = 1 4- iy , -1 < y < 1. Ya que este lado se encuentra en la recta 
vertical x= 1, se tiene de (2) y (3) del ejemplo 2 que su imagen es un seg- 
mento parabólico dado por: 



w = 1 - -2 < V < 2. 

4 

Por lo que hemos demostrado que la imagen del triángulo S que se muestra 
a color en la figura 2.4.6(a) es la figura S' mostrada en negro en la figura 
2.4.6(b). *-l 



W — 2 “ 

I 




te - ~ .¿enes de las rectas en (a) 
i ; 3 El mapeo w = z 2 




regulo en el plano z 



La función z", /? > 2 Un análisis similar al utilizado para el mapeo w 
= z 2 se puede aplicar al mapeo w = z n , > 2. Sustituyendo el símbolo z con 
re'* obtenemos: 



w=z"= r n e ine . ( 5 ) 

Por consiguiente, si zy w = z n se dibujan en la misma copia del plano com- 
plejo, entonces este mapeo se puede visualizar como el proceso de ampliación 
o de contracción del módulo rde zal módulo r n de w, y girando z alrededor 
del origen aumenta un argumento 6 de z a un argumento nB de w. 

Podemos utilizar esta descripción de w — z n para demostrar que un rayo 
que sale del origen y hace un ángulo de ó radianes con el eje v positivo 
se mapea en un rayo que sale del origen y hace un ángulo de nó radianes 
con el eje u positivo. Esta propiedad se muestra para el mapeo w = z 3 en 
la figura 2.4.7. Se muestra que cada rayo en color en la figura 2.4.7(a) se 
mapea en un rayo que se muestra en negro en la figura 2.4.7(b). Puesto 
que el mapeo w = z 3 aumenta el argumento de un punto por un factor de 
3, el rayo más cercano al eje xen el primer cuadrante en la figura 2.4.7(a) se 
mapea en el rayo en el primer cuadrante en la figura 2.4. 7(b), y el rayo que 
falta en el primer cuadrante en la figura 2.4.7(a) se mapea en el rayo en el 
segundo cuadrante en la figura 2.4.7(b). Del mismo modo, el rayo más cer- 
cano al eje xen el cuarto cuadrante en la figura 2.4.7(a) se mapea en el rayo 
en el cuarto cuadrante en la figura 2.4.7(b), y el rayo que falta en el cuarto 
cuadrante de la figura 2.4.7(a) se mapea en el rayo en el tercer cuadrante 
en la figura 2.4.7(b). 



w = z 2 





M ~ iel triángulo en (a) 



-2 -1.5 -1 



(a) Rayos en el plano z 



x 



v 




¿ II mapeo iv = r 



Figura 2.4.7 El mapeo w = z 3 
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y 




(a) El conjunto S del ejemplo 4 
w = z 3 



v 




(b) La imagen de S 
Figura 2.4.8 El mapeo de w = r* 



EJEMPLO 4 Imagen de una cuña circular bajo w = z 3 

Determine la imagen del cuarto de disco definido por las desigualdades |z| 
< 2, 0 < arg(z) < 7 t/ 2, bajo el mapeo w = z 3 . 

Solución Sea S el cuarto de disco y sea S' su imagen bajo w = z 3 . Ya que el mó- 
dulo de los puntos en S varía de 0 a 2 y puesto que el mapeo w — z 3 eleva al cubo 
el módulo de un punto, se tiene que el módulo de los puntos en S' varía de 
O 3 = 0 a 2 3 = 8. Además, ya que los argumentos de los puntos en 5 varían de 0 a 
tt/ 2, y que el mapeo w = z 3 triplica el argumento de un punto, también tene- 
mos que los argumentos de los puntos en S f varían de 0 a 37 t/ 2. Por tanto, S' 
es el conjunto dado por las desigualdades w\ < 8, 0 < arg(wt) < 37t/ 2, que se 
muestra en gris en la figura 2.4.8 (b). En resumen, el conjunto 5 mostrado a 
color en la figura 2.4.8 (a) se mapea en el conjunto 5' que se muestra en gris 
en la figura 2.4.8 (b) con w = z 3 . □ 



2.4.2 La función potencia z 1/n 

Ahora investigaremos funciones complejas de potencia de la forma z l/n 
donde n es un número entero y n > 2. Comenzamos con el caso n = 2. 

Función raíz cuadrada principal z l 2 En (4) de la sección 1.4 vimos 
que las raíces n-é simas de un número complejo z = r(cos 0 4- i sen 6) están 
dadas por: 




donde k = 0, 1, 2, ... , n — 1. En particular, para n = 2, tenemos que las dos 
raíces cuadradas de z son: 




para k = 0, 1. La fórmula en (6) no define una función, ya que asigna dos 
números complejos (uno para k = 0 y otro para k = 1) al número complejo z. 
Sin embargo, haciendo 0 = Arg(z) y k = 0 en (6) podemos definir una fun- 
ción que mapea a zla única raíz cuadrada principal. Naturalmente, esta función 
se llama la función raíz cuadrada principal. 



Definición 2.4.1 Función raíz cuadrada principal 

La función z 1/2 definida por: 

z 1/2 = v/R ^ <t,/2 



se llama función raíz cuadrada principal. 
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Si hacemos 6 = Arg(z) y sustituimos z con re ie en (7), entonces obtenemos 
una descripción alternativa de la función raíz cuadrada principal para |z| > 0: 

z 1/2 = Vfe il?/2 . 0 = Arg(z). (8) 

Debe tomar nota que el símbolo z 1/2 utilizado en la definición 2.4.1 re- 
presenta algo diferente del mismo símbolo que se utilizó en la sección 1.4. 
En (7) usamos z 1/2 para representar el valor de la raíz cuadrada principal 
del número complejo z, mientras que en el punto 1.4 se utilizó el símbolo z 1/2 
para representar las raíces del conjunto de las dos raíces cuadradas del nú- 
mero complejo z. Esta repetición de notación es lamentable, pero muy uti- 
lizada. En su mayor parte, el contexto en el que se encuentra al símbolo z 1/2 
debe dejar claro si nos referimos a la raíz cuadrada principal o al conjun- 
to de raíces cuadradas. Con el fin de evitarnos confusiones, algunas veces 
también de forma explícita estableceremos como “función raíz cuadrada 
principal a z 1/2 ” o la “función /(z) = z 1/2 dada por (7)”. 



EJEMPLO 5 Valores de z 1/2 

Determine los valores de la función raíz cuadrada principal z 1/2 en los pun- 
tos siguientes: 

(a) z = 4 (b) z = — 2 i (c)z=~l + i 

Solución En cada inciso usamos (7) para determinar el valor de z 1/2 . 

(a) Para z = 4, tenemos |z| = 4 1 = 4 y Arg(z) = Arg (4) = 0, y así de (7) 
obtenemos: 



4.1/2 = \/ 4 e i{0/2) — 2¿ ,(0) = 2. 

(b) Para z = — 2í, tenemos |z| = | — 2¿| = 2 y Arg(z) = Arg(-2i) = — 7r/2, y 
usando (7) obtenemos: 

( —2 ¿) 1/2 = v / 2« , '<- w2)/2 = V2e-" /A = l-¿. 

(c) Para z = — 1 + i, tenemos que |zj = |-1 + ¿| = V2 y Arg(z) = Arg ( — 1 
+ íj = 37t/4, por lo que utilizando (7) obtenemos: 



(-1 + í) 1/2 = = </2e i(3n/8) « 0.4551 + 1.0987Í. 

□ 

Es importante que usemos el argumento principal cuando se evalúe la 
función raíz cuadrada principal de la definición 2.4.1. Utilizando una elec- 
ción diferente del argumento de z se puede obtener una función dife- 
rente. Por ejemplo, en la sección 1.4 vimos que las dos raíces cuadradas de i 
son ^\/2 + |\/2¿ y — — |\/2 i. Para z = i tenemos que |z| = 1 y Arg(z) 

= 7t/2. Así se deduce de (7) que: 
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Por tanto, sólo la primera de estas dos raíces de i es el valor de la función 
raíz cuadrada principal. Por supuesto, podemos definir otras funciones “raíz 
cuadrada”. Por ejemplo, supongamos que hacemos que 0 sea el único valor 
del argumento de 2 en el intervalo ir < 0 < 377. Entonces f (z) = y/[z\e l6/<2 
define una función para la cual J'(i) = — | - -\/2 i. La función /no es la 

función raíz cuadrada principal pero está relacionada estrechamente con 
ella. Puesto que tt < Arg(z) 4- 2 tt < 377, se nene que 0 = Arg(z) + 2t7, por 
lo que 

/ (z) = v / H« i8/2 = V / [z[e i<Arg(:,+2lr)/2 = \Z\T\e iM « {z)/ -e' n . 

Puesto que e ,7! — — 1 , la expresión anterior se simplifica a f ( z ) = — \/ ¡ z | e ' ArgU) /2 . 
Es decir, hemos demostrado que la función f \z) = , 77 < 6 < 3ir es 

el negativo de la función raíz cuadrada principal z 1/2 . 



Funciones inversas La función raíz cuadrada principal de z 1 2 dada por 
(7) es una función inversa de la función potencia cuadrada r que examina- 
mos en la primera parte de esta sección. Antes de analizar este enunciado, 
necesitamos revisar algunos términos generales relacionados con las fun- 
ciones inversas. 

Una función real debe ser uno a uno para tener una función inversa. 
Lo mismo es cierto para una función compleja. La definición de una fun- 
ción compleja uno a uno es análoga a la de una función real. A saber, una 
función compleja /es unívoca (uno a uno) si cada punto u»cn el rango de 
/es la imagen de un único punto z, llamado preimagen de w , en el dominio 
de /. Es decir, /es unívoca si cuando /(zj) =/( z 2 ), entonces z x = z 9 . Dicho de 
otra manera, si z x z 9 , entonces f(z x ) # /(z 2 ). Esto nos indica que una 
función compleja unívoca, no mapea puntos distintos en el plano z a un 
mismo punto en el plano w. Por ejemplo, la función f(z) = z 2 no es unívoca 
ya que f(i) =/(—*) = —1. Si /es una función compleja unívoca, entonces 
para cualquier punto w en el rango de / hay una única preimagen en el 
plano z, la que denotamos por Esta correspondencia entre un punto 

w y su preimagen define la función inversa de una función compleja 

unívoca. 

Definición 2.4.2 Función inversa 

Si /es una función compleja unívoca con dominio A y rango B , entonces, 
función inversa de /. que se denota con f'\ es la función con dominio B 
y rango A definida por/~ l (z) = wsi f{w) — z. 



De aquí se deduce inmediatamente de la Definición 2.4.2 que si un 
conjunto S se mapea en un conjunto de S r con una función unívoca/, en- 
tonces/' 1 mapea a S' en S. En otras palabras, los mapeos complejos/ y /" 1 
se “cancelan” uno con el otro. También de la definición 2.4.2 tenemos que si 
/ tiene una función inversa, entonces /(/ _1 (z)) = z y / -I (/(z)) = z. Es decir, 
las dos composiciones / o f~ ] y f~ ] o / son la función identidad. 



EJEMPLO 6 Función inversa de/(z) = z + 3i 

Demuestre que la función compleja /(z) = z + 3 i es unívoca en todo el pla- 
no complejo y determine una fórmula para su función inversa. 
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Solución Una forma de indicar que / es unívoca es demostrar que la igual- 
dad /(^) = /(z 9 ) implica la igualdad z ¡ = z 9 . Para la función /(z) = z 4- 3¿, 
esto se deduce de inmediato ya que z¡ + 3 i = z 9 4- 3/ implica que z y = z r 
Como con las funciones reales, la función inversa de / se puede encon- 
• >lver la ecuación : = f{w) para wer\- m trar con frecuencia resolviendo algebraicamente la ecuación z = f{w) para 
.ramos una fórmula para w = f~ 1 (z) . e l símbolo w. Resolviendo z — w + 3 i para uk obtenemos w = z - 3 i y 

así / _i (z) = z — 3 i □ 



De la sección 2.3 sabemos que el mapeo J\z) = z 4- 3 i en el ejemplo 6 es 
una traslación de 3/ y qu ef~ l (z) — z - 3/ es una traslación por — Si. Supon- 
gamos que representamos estos mapeos en una sola copia del plano com- 
plejo. Ya que trasladando un punto por 3* y después llevando la imagen en 
—3 i se mueve el punto original de nuevo a sí mismo, vemos que los mapeos 
f y f~ ] se “cancelan” uno con otro, como se esperaba. 




íura 2.4.9 Puntos mapeados en el mismo 
- mto con f{z) = £ 



Funciones inversas de n> 2 Ahora describiremos cómo obtener 
una función inversa de la función potencia z", n > 2. Esto requiere cierta ex- 
plicación ya qtie la función f(z) = z", n > 2, no es unívoca. Para ver que esto 
es así, considere los puntos = re ld y z 9 = re l{0 + 2?r/ n) con r ^ 0. Ya que n > 2, 
los puntos Zj y son distintos. Es decir, z } De (5) tenemos f{z x ) = r n e inú 
y /“(z,) = rV (n * + 27r) = r n e inS e t2ir = r n e in8 . Por tanto, /no es unívoca ya que 
/(z ,) = /(z>) pero z l & z 2 . De hecho, los n puntos distintos z } = re 10 , z 2 = 
re ¡($ + 2 7r/n)' z ^ — re t($ + ? z ^ = re itf + 2 ( i )tt son todos mapeados en 

un solo punto w = r n e ,n$ con f(z) = z”. Este hecho se ilustra para n = 6 
en la figura 2.4.9. Los seis puntos z r z 2 , .... z G con módulo igual y argu- 
mentos que difieren por 277/6 = 77/3 que se muestran en la figura 2.4.9 son 
todos mapeados en el mismo punto con /( z) = z 6 . 

El análisis anterior parece implicar que la función /(z) = z\ n > 2, no 
tienen una función inversa ya que no es unívoca. Usted se ha enfrentado 
a este problema antes, al definir funciones inversas para ciertas funcio- 
nes reales en cálculo elemental. Por ejemplo, las funciones reales J(x) = x 2 
y g(x) = sen x no son unívocas, pero aún así tenemos las funciones inversas 
f~ ] (x) = yfx v g' 1 (x) = arcsenx. La clave para definir estas funciones 
inversas es restringir apropiadamente los dominios de las funciones a los con- 
juntos en los que las funciones son unívocas. Por ejemplo, mientras que la 
función real f(x) = x 2 definida en el intervalo (— oo, oo) no es unívoca, la mis- 
ma función definida en el intervalo [0, oo) es uno a uno . Del mismo modo, 
g(x j = sen x no es unívoca en el intervalo (— oo, oo), pero es unívoca en el 
intervalo [— 7r/2, 77/2]. La función / -1 (x) = y/x es la función inversa de 
la función f(x) = x 2 definida en el intervalo [0, oo). Ya que Dom(/) = fü, oo) 
y Rango(/) = [0, oo), el dominio y el rango de / -1 (x) = y/x también 
son para ambos [0, oo). Vea la figura 2.4.10. En una forma similar, ^(x) 
= arcsen x es la función inversa de la función g/x) = sen x definida en 
[-77/2, 77/2]. El dominio y el rango de £ _1 son [—1, 1] y [—77/2, tt/ 2], res- 
pectivamente. Vea la figura 2.4.11. Usamos la misma idea de la función 
potencia compleja z'\ n > 2. Es decir, para definir una función inversa de 
/(z) = z\ n > 2, debemos restringir el dominio de / a un conjunto en el 
que f es una función unívoca. Esta elección de “dominio restringido” se 
encuentra en el ejemplo 7 cuando n = 2. 
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Capítulo 2 Fundones complejas y mapeos 



y y 




Figura 2.4.10 f(x) = x 2 definida en [0, oo) y su función inversa 




(a) g(x) = sen x 



(b) S '\x) = arcsen x 



Figura 2.4.1 1 g(x) = sen x definida en [-7T/2, 7 t/ 2] y su función inversa 




Figura 2.4.12 Un dominio en el que 
f(z) = z- es unívoca 



EJEMPLO 7 Un dominio restringido de /(z) = z 2 

Demuestre que f(z) = z 2 es una fundón uno a uno en el conjunto A definido 
por — 7 t/ 2 < arg(z) < 77/2 que se muestra a color en la figura 2.4.12. 



Solución Como en el ejemplo 6, se muestra que /es unívoca, demostran- 
do que si Zj y z 2 , están en Ay si /(z,) = /(z 2 ), entonces z l = z 9 . Supongamos 
que Zj y z 2 están en A, entonces se puede escribir z\ = ri**® 1 y z<¿ = r2^' 02 
con 7 t/ 2 < < 77/2 y -77/ 2 < 0 2 < 77/2. Si/(z/ = /(z^), entonces de (1) 

se tiene que: 



&***' =r 2 V*\ 



(9) 



De (9) concluimos que los números complejos rjV 201 y rfd 2 * 2 tienen el 
mismo módulo y argumento principal: 

r i = r f y Arg(r^' 28 ' ) = Arg (r|í ,2#! ). (10) 

Ya que tanto r } como r 9 son positivas, la primera ecuación en (10) implica que 
r } = r r Por otra parte, puesto que -77/2 < < 77/2 y -77/2 <6 2 < 77/2, se tie- 

ne que —77 < 20 a < 77, y -77 < 20 9 < 77. Esto significa que Arg (r 2 e t2e 1 ) = 20i y 
Recuerde : Arg(z) está en el intervalo ^ Arg(rfd 2 * 2 ) = 209. Este hecho combinado con la segunda ecuación en (10) 

implica que 2 = 2 0 2 o 6 1 = 6 l¿ . Por tanto, concluimos que z } = z 0 y esto 
demuestra que /es una función unívoca en A. □ 
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Una inversa def(z) = z 2 En el ejemplo 7 vimos que la función poten- 
cia cuadrada z 2 es unívoca en el conjunto A definido en —tt/2 < arg (z) < 
7 t/ 2. Se tiene de la definición 2.4.2 que ésta tiene una función inversa bien 
definida f~ l . Ahora procederemos a demostrar que esta función inversa es la 
función raíz cuadrada principal z 1/2 de la definición 2.4.1. Para hacerlo, sea 
que z = re t9 y w = pe l<t> donde 6 y (f) son los argumentos principales de zy w, 
respectivamente. Supongamos que w = / _1 (z). Ya que el rango de f~ l es el 
dominio de f el argumento principal </> de w debe satisfacer: 

<(/><-. (11) 

2^-2 

Por otra parte, por la definición 2.4.2, f(w) = uP *= z. Por lo que w es una 
de las raíces cuadradas de z dada por (6). Es decir, ya sea w = /re 10/2 o 
w = x /re ¡{6 " 27r)/ 2 . Supongamos que we s esta última. Es decir, suponga que 

w = y/re ¿ ( 0 + 27r)/2 # (12) 

Ya que 6 = Arg(z), tenemos —ir < 0 < 7T, y así, tt/2 < (8 A 2tt) / 2 < 2>tt/2. 
De lo anterior y de (12) concluimos que el argumento principal </> de zz;debe 
cumplir ya sea que — tt<(¡)< —tt/2 o tt/ 2 < (j> <tt. Sin embargo, esto no 
puede ser cierto ya que —tt/2 < <t> < 7t/2 por ( 1 1 ) , y así nuestra hipótesis en 
(12) debe ser incorrecta. Por tanto, concluimos que w = y/re 10 que es el 
valor de la función raíz cuadrada principal z 1/2 dada por (8). 

Ya que z 1/2 es una función inversa de /(z) = z 2 definida en el conjunto 
— 7 t/ 2 < arg(z) < 7 t/ 2, se tiene que el dominio y el rango de z 1/2 son el rango 
y el dominio de /, respectivamente. En particular, Rango(z 1/2 ) = A, es decir, 
el rango de z 1/2 es el conjunto de complejos w que satisfacen —tt/2 < arg(z¿>) 

< 7t/ 2. Para encontrar Dom(z 1/2 ) necesitamos encontrar el rango de / En la 
página 75 vimos que w= z 2 mapea el semiplano derecho Re(z) > 0 en todo el 
plano complejo. Vea la figura 2.4.3. El conjunto A es igual el semiplano dere- 
cho Re(z) > 0 excluyendo el conjunto de puntos del rayo que sale del origen 
y contiene al punto —i. Es decir, A no incluye al punto z = 0 o los puntos 
que satisfacen arg(z) = -tt/2. Sin embargo, hemos visto que la imagen del 
conjunto arg(z) = 7t/2 — el eje imaginario positivo — es el mismo que la ima- 
gen del conjunto arg(z) = —tt/2. Ambos conjuntos se mapean en el eje real 
negativo. Ya que el conjunto arg(z) = 7 t/ 2 está contenido en A, se tiene que la 
única diferencia entre la imagen del conjunto Ay la imagen del semiplano de- 
recho Re(z) > 0, es la imagen del punto z = 0, que es el punto w = 0. Es decir, 
el conjunto A definido por —tt/2 < arg(z) < tt/2 se mapea en todo el plano 
complejo excluyendo al punto w = 0 por w = z 2 , y así el dominio de 

= z 1/2 es todo el plano complejo C excluyendo el 0. En resumen, hemos 
demostrado que la función raíz cuadrada principal w = z 1/2 mapea el pla- 
no complejo C excluyendo 0, en el conjunto definido por — 7 t/ 2 < arg (xv) 

< tt/2. Este mapeo está dibujado en la figura 2.4.13. La circunferencia |z| = 
rque se muestra de color en la figura 2.4.13(a) se mapea en la semicircun- 
ferencia |u'| = y/r, —tt/2 < arg(w) < 7 t/ 2, mostrado en negro en la figura 
2.4.13(b) por w = z 12 . Además, el eje negativo real que se muestra a color 
en la figura 2.4. 13 (a) se mapea por w = z 1/2 en el eje imaginario positivo que 
se muestra en negro en la figura 2.4. 1 3 (b). Por supuesto, si es necesario, la 
función raíz cuadrada principal se puede extender para incluir al punto 0 
en su dominio. 

El mapeo w = z [ 2 Como un mapeo, la función z 2 eleva al cuadrado el 
módulo de un punto y duplica su argumento. Ya que la función raíz cuadra- 



